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Résistance des matériaux

Cours et exercices corrigés

La Résistance des matériaux RDM est une partie de la mécanique dey s
Elle s'intéresse a 1'étude, de maniére théorique, de la réponse mécanigue
structures  soumises A des sollicitations extérieures (traction, Compron
cisaillement, flexion et torsion). Elle permet d’évaluer les efforts infern I.
contraintes (normale et tangentielle) ainsi que les déplacements des structures.

Cet ouvrage de RDM présente des méthodes de calcul, des formules prutl
illustrant des cas réels de dimensionnement des structures. Les no mbroj
illustrations de I’ouvrage montrent en détail les éléments de base a prend J
compte lors du dimensionnement d’une structure quelconque en Gél:llﬂ Gl_._.
méthodes analytiques les plus utilisées en calcul des systémes isostaticue
hyperstatique sont développées en détail.

A qui s’adresse cet ouvrage ?

— Aux éleves des sections post-baccalauréat de Génie Civil

— DUT : Génie Civil, Génie Mécanique

— BTS : Batiment, Travaux publics

— Licence et Maitrise de Génie Civil

— Aux premiéres années éléves-ingénieurs

— Aux candidats 2 la préparation des concours du CAPET, de I’ Agrégation e
Génie Civil et de I' Agrégation de Génie Mécanique
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Notations principales

aire de la section droje

axe neutre

directions principales

largeur de la poutre

diametre

allongement

degré de liberté

déplacement

droite

module d"Young

déformation normale sy vant la direction x
fleche
forces snivant les axes X,yetz

fléche admissible

centre de gravité cdg Cou module de cisaillement)
degré d’hyperstaticité
hauteur de la poutre

moment d’inertie polaire

moment d’inertie

Netations principales

M,

M, MyetM, :

Ny, Nyet N,
n

P p

q

R

Ry, RyetR,
Rip

u

rij

p
s
Sa

(S)
(S0)

T, Tyt T,

Ty

R

nombre d*inconnues

rayons de giration

coefficient de correction du clsaillement
longueur de la poutre (ou de la portée)
ligne moyenne

moment de torsion

moments fléchissants autour des axes x, y et z
efforts normaux suivant x, y et z
nombre de barres

charge concentrée

charge permanente

rayon

réactions suivant les axes x, y etz

réaction dans la liaison i sous ’action de la charge appliquée F

rigidité dans la liaison i sous I’action d’un déplacement unitaire

rayon de courbure
coefficient de sécurité

moment statique

section droite (systéme hyperstatique)

systéme isostatique

résistance admissible du matériau
résistance élastique du matériau
contrainte maximale

contrainte normale suivant la direction x

efforts tranchants suivant x, y et z

contrainte de cisaillement

Résistance des matériaux
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contrainte de clsadllement adimisnlble

i rotation de droite

L rotation de gauche

I distance entre 'axe neutre et Ia fibre extréme
Wix): déplacements suivant y et z

{ déplacement inconnu

+ eoordonnées du centre de gravité

¢ coordonnées d'un point appartenant & I’axe neutre

rotation (ou angle de rotation unitaire)

! courbure

Notations principales

Chapitre 1

Généralités sur la résistance des matériaux

1.1. Objectifs de la résistance des matériaux RDM

La RDM est une partie de la mécanique des solides déformables. Elle s’intéresse

A I'étude, de manidre théorique, de la réponse mécanique des structures soumises a

des sollicitations extérieures (traction, compression, cisaillement, flexion et torsion).

Elle permet d’évaluer les efforts internes, les contraintes ainsi que les déplacements

et les rotations des structures.

1.2. Notion de poutre

Les notions abordées dans ce chapitre ne sont valables que pour des solides

ayant une forme de poutre (figure 1.1.), ¢’est-a-dire un solide pour lequel :

|

il existe une ligne moyenne Im, continue, passant par les centres de gravité
des sections du solide ;

la longueur L est supérieure ou égale a 5 fois le diameétre D ;

il n’existe pas de défauts de variation de section (trous, épaulements) ;

le solide admet un seul et méme plan de symétrie pour le chargement et la

géométrie.




[ P vy mdto do T o

Soetfon drol
I3

Ligne moyenne lin

Figure 1.1. Elément de poutre

« Exemples de sollicitations

Cloy exemples de sollicitations seront traités, en détail, dans le chapitre 3.

L Traction/Compression

Inw poutre est sollicitée en tfraction (ou en compression) lorsque les actions aux

Mitds se réduisent a deux forces €gales et opposées, portées par la ligne
aine lm,

MM s NN EEE SR sESTEERNEEEEEEE AN EEEEE

‘.__i_A,. _____________ I_I}} ........... 4 -—;—b

L L T T T T T T ey (ETY

F

—
i | B

]
i

L T T T T I

(b). Compression (rétrécissement)

Figure 1.2, Traction/compression : (a). Traction, ( b). Compression

Cidnéralités sur la résistance des matériaux

1AL Clialllemont Pl T P

L direction du chargement et perpendioulalie b Tn ligne moyenne Im de la

putee, fgure 1.3,

Al (trés petit)
St
K
v

Im

F

(a). Avant déformation

F N

.\‘
g S

(b). Apres déformation

Figure 1.3, Cisuillement pur : (a). Avant déformation, (b). Aprés déformation

1.3.3. Flexion

Le chargement est un moment autour I'axe Z. Le moment M, est appelé

moment fléchissant.

17
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(a). Avant déformation

C o

(b). Aprés déformation

Vigure LA, Flexion pure : (a). Avant déformation, (b ). Aprés déformation

Torston

Lne poutre est sollicitée en torsion lorsque les actions aux extrémités se
luent & deux moments de torsion M, égaux et opposés, portés par la ligne

enne Im,

Figure 1.5, Torsion d'une barre circulaire

Giénéralités sur la résistance des matériaux

1, Conditions nux Himites < Flxation ; OrpN

L.4.1. Notion d'appui

Un appui est un élément extérieur en contact avee la structure étudiée of ln
réaction d’appui dépend de la nature de la liaison appui-structure,

Poutre (dalle)

Appui : poteau (mur)

Figure 1.6. Notion d’appui

1.4.2. Appui simple - Appui glissant

Un contact ponctuel avec la structure (figure 1.7.) :
— une inconnue (réaction verticale) ;

— deux degrés de liberté dll (un déplacement suivant x et une rotation).

Figure 1.7. Appui simple

1.4.3. Appui double - Appui articulé

— Deux inconnues (réactions verticale et horizontale) ;

— un dll (une rotation).

Résistance des matériaux 19



20

Figure L8, Appud double

Ldd Appyi triple - Fncastrement

Trois inconnues (réactions verticale, horizontale et un moment fléchissant) ;

Pas de degrés de liberté di1.

Figure 1.9. Encastremeny

Genéralités sur lrésistance des matériaux

T—
1.8, Equilibre d'un corps =

18,1, Equations d*équilibre - Principe fondamental de la statique PFS

Un corps est en équilibre §'il vérifie le gystéme d'équations suivant |

Y F =0, Y F,=0, Y F=0
S M, =0, 3M, =0, Y M, =0

H,, Fy et F, : forces appliquées sur le corps suivant les axes X, y et z
M,, M, et M, : couples appliqués sur le corps suivant les axes X, y et z, .
1.5.2. Différents systémes mécaniques

1.5.2.1. Systéme astatigue - Mécanisme

— Le nombre d’inconnues est inférieur au nombre d’équations ;

— ¢’est un cas a éviter (systéme instable).

R, [R:
.l'! Fa |

(b). Systéme équivalent

(a). Mécanisme

Figure 1.10. Systéme astatique : (a). Mécanisme, (b). Systéme équivalent

Résistance des matériaux



DAA2, Systéme Isostatique J T —

-

Le nombre d'inconnues est gal au nombre d'dquations ;
o systéme stable.

= I 1,83, Application
Déterminer les réactions d’appuis de la poutre reposant sur 4 ¢
% . 7y comme montrée ci-dessous ! ‘ -
‘ 7 i Rs 20k b
(@). Systéme stable B S . |
Figure 1.11. Systéme isostatique (a). Syszéme stable, (b). Systéme équivalent /5? 4m e 4m
7 A

1523, Systome hyperstatique
Figure 1.13. Poutre reposant sur deux appuly

- L "
nombre d’inconnues est Sup€rieur au nombre d’ équations :
Systéme stable. §
20 k

Y !

A A

A 4%

Ay

v 4 m v
A 2
R R
7 <o :
R; R;

Figure 1.14. Systéme équivalent

(@). Systeme stabl
£ (b). Systéme équivalent

Figure 1,12 '
- Systéme hyperstatique : a). Systéme stable, (b). Systéme équivalent

22
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Viéritions low dquations d'équilibre (1,11,
Z Fomd =0 [1.1.a]
Zﬁ;-@-zow‘,--o::u,w,-zo kN [1.1.b]
M, =B, x8-20x4=0=> B, =10 kN [1.1.c]

En substituant la valeur de B, dans I'équation [1.1 bl onobtient : 4 =10 kN
! l}

Vérification : Z M, 4 E=A X8+ 20x4=0,

1.6, Efforts internes

1.6.1. Principe de la coupe - Eléments de réduction

Considérons une poutre chargée comme représentée sur la figure 1.15. D’

: apres
le principe de I’

action et de la réaction, le corps est en équilibre sous I'action des
lorces e

Xtérieures et des réactions aux appuis (supposées connues), Cependant,
chaque partie de ce corps se trouve également en équilibre.

Figure 1.15. Poutre simplement appuyée

24 Généralités sur la résistance des matériaux

i o e

Falsons une coupe dans n poutre selon le plan (yoz), de maniér X
sections. Intéressons-nous, par exemple, & la partie gauche de I poutre,
pauche est en équilibre sous 'aetion des sollicitations qui Tui sont apy
I"effort externe F, des réactions verticale et horizontale au point A et do |
verticale de la partie de droite supprimée,

v a 7
1 A1
Y A ¥
A 7l

Figure 1.16. Systéme mécanique équivalent

On suppose que les réactions d’appuis sont connues, le bilan des forces (dqi

|1.1.]) se réduit a :

ZFX =N, -4, +Fcosaa=0= N, =4, —Fcos&
Y F =T, +4 - Fsina=0=T1 =4 +Fsne
DM, =M, +Fsina(x—a)-A4,x=0

Dot: M, =-Fsina(x-a)+A4x

Résistance des matériaux



'“'”M“w*‘wb‘ 1 u.-m'w-Mmu. En RDM, on utili
PItOt lew notations A, T 1y My, My ot M,

hormal Ny, les efforts tranchants (fyet 1),
fléchissants (My et M),

le moment de torsion M, et les momenty

i
Les valeurs des efforts internes sont les mémes

qu'on procéde de gauche ou de
droite,

L.6.2. Conventions de signe des efforts internes

1.6.2.1. Effort normai N,

L’équation [1.2.] montre que Teffort normal N, dans 1a section droite de

Poutre est égal i la somme algébrique des projections de toutes les forces (charges
XIérieures et réactions d'a

ppui) sur l'axe des x agissant sur le trongon de gauche.

Un effort normai est positif's’il exerce une traction sur la section considérée (figure
1.17.).

Figure 1.17. Effort normal

1.6.2.2. Effort tranchans T

L'effort tranchant 7, dans la section droite de
ulgébrique des projections de toutes

la poutre est €gal 2 la somme
les forces sur I'axe des y agissant sur Ia partie
tion de coupe (€quation [1.3.]),

de la poutre situge 3 gauche de 1a sec

Un effort tranchans T, est positif 5'il a tendance a faire tourner lq Section dans le
Yens contraire des aiguilles d’une montre.

206
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qui déwlgnent respectivement l'effort

la =

Figure 118, Effort tranchant

1,6.2.3, Moment fléchissant M,

Le moment fléchissant M, dans la section est égal & la somme nlg

T fosah
moments créés dans cette section par toutes les sollicitations agissan

I gauche de la poutre (équation [1.4.]). .
Un moment fléchissant est positif s'il provoque des tensions dany

Inférieures d'une poutre horizontale.

Figure 1.19. Moment fléchissant

1.6.3. Relations entre efforts internes

JE infinitési re 1.20,
Considérons un systéme, constitué d’un élément infinitésimal, figu

Résistance des matériaux



S e e .

Figure 1.20. Efforts normaux

Vérifions I'équilibre statique de Ia structure : 1.6.4. Dia des offorts ik
AL gmmmes es ejjoris internes

Z‘F.'r_—Nx+qx(x).(?5€+Nx+de=O:>.6_i_iv_x_=_ (x) I . ! ) 2
. q. [1.5.] La construction des diagrammes des éléments de réduction constitue

susentielle dans toute étude de RDM. Un diagramme est un graphe

E e - dT :
¥ Ty q,(x).dx + 'I; + dTy =0= 2 — q,(x) [1.6] valeur de I’effort normal N,, de I’effort tranchant 7, et du moment fléely

y WLk
ax duns toutes les sections de la structure étudiée. i

ZMz 16 = ~M.+ L de+ Q’y(x)-%x—.dr+Mz +dM. =0 Les étapes 2 suivre pour la construction des diagrammes des efforih
e _% (1.7 sont : '
. dx calcul des réactions d’appuis ;
subdivision de la fibre moyenne en trongons, définis par un chi
Le terme de second degré tend vers zéro [jdic—z- L, OJ _ brusque de la nature de la sollicitation ou de la direction princip-
2 de la pigce ;
s e i ' choix d’une origine des abscisses (en général I’origine correspori d
T -7.], on arrive & : mité gauche de la structure) ;
dTv a’M ! considérons un point P de la structure d’abscisse x, puis calculons il |

_a?x;:h dxzz :qy(x)

[1.8.] en faisant une coupe et en ne considérant qu’une partic gauche

structure, les efforts internes N,, T, et M. ;

représentation graphique des diverses fonctions de N, T, et M,.

28
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y “ a -
s (2ones th cone il ol ,l” ';fm” les - Caloul des réactions d'appuly ¢
mmmdudiﬂ'lnm dléments des structurew, au dimension-. S F = 4,0
E2A =

ll‘n’n \ ﬂﬂaﬁo
i o Y F, =A4,-20-80+B,=0=> 4, +B, =100 kN

Tracer les diagrammes des efforts internes du systéme suivant :

> M, =-20x2-80x4+B,x8=0=>B, =45 kN.m

e I'équation [1.10.] : 4, =55 kN

Vérification: Y M, = ==55x8+20X6+80x4=0

Calcul des efforts internes :

Y F,=4,=0

Figure 1.21. Poutre reposant sur dewx appuis Z irks 4,-20-80+B,=0=>4,+B, =100 kN

DM, =-20x2-80x4+B,x8=0=>B,=45kNm

%

Le systéme équivalent est :

De I'équation [1.10.] : 4, =55 kN
Vérification : ) M, =-55x8+20X6+80x4=0

20 kN

ML

y 10 kN/m
[

h 4 h 4 A 4

3 % B
it 2m 2
A A - A ) < )

/IV 2m /IV 6m /1“
Figure 1.22. Systéme équivalent -

Figure 1.23. Subdivision de la structure en trongons

40 Généralités sur la résistance des matériaus
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Figure 1.24. Tron¢on AC

Faisons I'équilibre du systéme :
SF =N, =0
2. F,=T,+55-10x=0

x=0—)1;=—55kN
x=2m—>Ty=—3.5kN

=7, =—55+10x:>{

2
DM =M 5510 =
2

x=0—->M_ =0

=M, =55x-5x> =
x=2m—M, =90 kNm

Trongon BC

10 kN/m

y

Figure 1.25. Tron¢on BC

Généralités sur la résistance des matériaux

¥ .

~ Faisons I'équilibre du 1 o | o
Y F =N =0 |

¢ 1

S F,=-T, +45-10x=0

' x=0->T, = 45 kN

x=6m—T, =-15kN

_—_>Ty=45—10x:>{

2z
x _
> M, =M, ~45x+10 -

x=0->M,=0

2 3
— M, =45x—5x :"{x=5m—>Mz =90 kN.m
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Figure 1.26. Diagrammes des efforts internes

1.7, fiquation de la déformée - l
1.7.1, Calcul de la fleche et de la rotation

1e moment fléchissant est équivalent i :

EIj=M,

I désigne le module d’Young (en MPa), I, désigne le moment d'inertie
¥ la courbure (en mm”).
La fleche y (en mm) et la rotation Y =@ (en radian) se cnlcullm‘-lu |
I'équation [1.18.] par intégration.
<L

1.7.2. Application

Déterminer les rotations aux points A et B et la fléche au milieu de In |

longueur L.

*

Figure 1.27. Poutre chargée uniformément

Résistance des matériai -""



EI'§ =

limites,

Do :

=

W — Ll -

Moment fldehtssant M,

L' équation [1.18.] devient :

Mr / qu. \\H ol L
v J,

T
ql/2
ALK ¥

Figure 1.28. Moment fléchissant

q

3

Q‘z_z

— L s

M ="E£+ix$ EIy:_ &+ % +CI
: 2 v G q[
EIJ?—*-z—ix +12x TC¥ +ic,

On détermine les constantes d’intégration cyet c,

; [ q(l 2
YV X=— ==t
( 2] 6(2] 5

j:’(x=0)=0:_"»f:2=0

' *‘——(~4x +6Ix* = 1%)

24E1

£ 3
24EI( ¥* 4 ay? i x)

a1y
412

= 4 J:'A

en utilisant les conditions aux

Chapitre 2

BRI W ] ee—— W L W p—

Caractéristiques géométriques

Introduction

du produit d’inertie et du moment statique d’une section plane.

2.1. Centre de gravité

I.a position du centre de gravité (cdg) G d’une section plane A est donnde

Yo

des sections planes

1y
Dans cette partie, on s’intéresse au calcul du centre de gravité, du m




Iire totule A eit subdivisde on nnmﬁnmt.l. | r S—— .
o _

81 1n seetion possede un axe de symétrle et le cdg @ appartient A (A), le
wtntique est nul.

}
2.3, Application

Soit une section rectangulaire particllement creuse, figure 2.3,

(n). Déterminer le cdg de la section.

(b). Déterminer le moment statique par rapport i x,
YA r- A

Figure 2.1. Centre de gravité d’une sectijon plane

2.2, Moment statique

Le moment statigie par rapport 4 la droite (A) est donne i

Sy =ZS;=Z§; 4,

[2.2.]
Figure 2.3, Piéce rectangulaire. Dimenstony en mm
v B (a). Coordonnées du cdg G
7k Section (1) : Ay =200 x 350 = 70 000 mm® ; X; = 100 mm ; y; = 175 mm
(4)
Yo 4 Section (2) : Ay =100 x 100 = 10 000 mm? ; x, = 100 mm ; y3 = 250 mm
I ; _ %4, _100x70 000-100x10 000 _, 0
TN o S 70 000—10 000
A ¢ Eq. [2.1]:
> vi4,  175%70 000-250x10 000
i _ Vo = = =162,5 mm
Figure 2.2, Moment statique Z A' 70 000—10 000
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(S et ekaue e rpors A GERRRRTIR. s
e 2.5, Théoreme des axes paralldlon « Théordme de Huyghens

fq.(22): 8, =3y, 4
e Yerd, = 175%70 000
| 00250510 000 = 9 750 000 mm' e moment dinertie de I"aire A par rapport i (A) est donné par la relation :

2.40 Mﬂml}nt d’iner“e !ﬁ' = ].& + (25050 + 5;)14
Le moment d'inerti Yo
oment d*inertie de Iaire A par rapport a (A) est donné par la relation -
= 2
ly= 2 g + 82 4) 4
[2.3] y
1
3
Figure 2.5. Moment d'inertie
Figure 2.4. Moment d’inertie Si I'axe (A) passe par le cdg de la section, I'équation [2.4.] devient :
|
Le moment d'inertie est toujours positif. bp=ipt é‘ozA L
L’équation [2.5.] est Uexpression du théoréme de Huyghens (la méthode la plus
utilisée).
0 Caractéristiques géométriques des sections planes
Résistance des matériaux 41

ll'

12.4.]




16 Moment d'inertie ot prodult d*inertle » Cus de translation d’nxes

S E—————

17, Moment d’inertie et prodult d'inertle « Cin de rotation d*axes
Lew moments d'inertie de I'aire A dans le tepdre (x 0'y") sont:

Lo moments d'inertie de I'aire A dany le repére (x'0'y") sont :
Te=1, 4 Qe +3)4

(2.6.] . =—l- I +1 +l I.—1)cos2a—1I_sin2a [2.12.]
Iy=1, 4 @2xx, +x3)4 3 ¢ =75 U D=l =h) w
lyy = 1.-r.v (%6 + Yoxo + Xo Vo)A [2.8.] l, =%({_,r +Iy)—~%(1x —Iy)cos2a'+lxy sin 2 [2.13.]
i 1 Con) [, =1, cos2a +—;1Z—(1Jr —1,)sin2a [2.14.]
obles axes (ox) et (oy) sont princi A i :
A principaux, les équations [2.6.], [2.7.] et [2.8] se

=l 29,
=l [2.10]

Figure 2.7. Rotation d’axes
i

Figure 2.6. Translation d’axes

42
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et pnipaus

i S S
an ™ i { ’”J w1 [2.15.]

2 2

Directions principales

dl ; =21
swe=—(l, -1 )sin2a, —21I_ cos2a,=0= tan2oy, = = [2.16.]
der # I~k

T
Oy et , +E sont appelées directions principales.

2.8. Application

Soit la section en L, figure 2.8,

(a). Déterminer la position du cdg de la section.
(b). Déterminer les moments d’inertie L, I et Ly

(¢). Déterminer les axes principaux et les moments d’inertie correspondants.

44 Caractéristiques géométriques des sections planes

™ B B i
ARG A . pp—
‘lu y In
]
o Al
Y '-
X g b
80
bl > 3
N G+ Ts PRAZY
7[‘ K| Ll y 2
v 60 ", X
74 1 .-'._

Figure 2.8. Section en L. Dimensions en mm

(a). Coorddnnées du edg G
Section (1): Ay =8 x 80 = 640 mm® ; x’; =4 mm ; y’; = 40 mm

Section (2) : Ay =52x8 =416 mm’ ; x’, =34 mm ;y’, =4 mm

,  D%A 4x640+34x416

= = =15,82 mm
TS 640+ 416
Eq. [2.1]): ,
i _ 2 VA _A0X640+4x416 o g0 o
Y4 640+416
Résistance des matériaux



¢ |
En appliquant le théordme de Huyguens, lquluudjrﬁi;i'.']; on obtient ;

1 : .
I'= 1 4 (40=y! )2 4 = 21 A |
n = 0= 50) 4 = -+ (40~ y4)04
I,=8x ?
e

+(40-25,82)* x640 = 470 019,67 mm*

i’ 3
U I (il P e
Tl e G

2 _ 52x8°
Ie 17 T(25,82-4)°x416 = 200 281, 43 mm*

' =I: +ff =6,7x10°mm*

3

T +(15,82-4)’ x640 =92 829,27 mm*

3

2 8x52
I} = o T(34-15,82)*x416 =231 231,83 mm*

1o ;

l, = 1_: +I§ =3,24x10°mm*

=l
1‘*’" 3 Ixr +[1}' —xGlyGlAl +x(;2y(;2142 = _2, 72)(105 I]]_In4

46 Caractéristiques géométrigues des sections planes

~(0), Déterminer les axen prinelp

e B

' inertie correspondints

Directions principales (équation [2 lﬂ.ﬁ H

I, e T

= 3
I,-1, (6,7-3,24).10

ran2a’o = a, +%= 118, 77°

Moments d’inertie principaux (équation [2.15.])

: 1wl o I =1,95.10° mm*
n'tax = x ¥y - X ¥ +12 =< min %
i 2 +\}[ 2 ] & {Im =8.10° mm*

Les axes principaux (I) et (II) sont donnés sur la figure 2.9.

.
Ll

(1)
(1)

—
i
o

118,77¢

<\23,77° X
G »
©

—

Ve

Figure 2.9. Axes principaux
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Chapitre 3

Sollicitations simples

Généralités

Une sollicitation est dite simple si dans une section droite d’une poutre il existe
seulement une seule composante d’efforts internes (traction/compression,

cisaillement pur, flexion pure, torsion pure).

3.1, Traction pure - Compression pure

Une section droite A d’une poutre est sollicitée en traction pure (ou en
compression pure) lorsque les éléments de réduction (efforts internes) par rapport au
centre de gravité G de la section, dus aux forces externes, se réduisent a un effort

normal N,.

R LTI {1LEE) Il\ill ﬁll:llllél\l-l‘\ I H'““I I y
L ———-i
| "l- " ﬂ b s Feai

FTTLIEE ¢
Figure 3.1, Poutre en traction '
o k-
N l/ : Bl
i

Figure 3.2. Efforts internes

I'nisons le bilan des forces :

Y F,=-N,+F=0=N,=F

sz=Ty=0
ZMZrc;:Mz:O

+ ¥

Les efforts internes se réduisent & 1’effort normal N, !
— si Ieffort N, dirige vers I’extérieur de la section (Ny > 0) 1 e o

— sileffort N, dirige vers I'intérieur de la section (Ny < () { compie

Résistance des i
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L. L1.1L. Contrainte normale

£, =—=

S

¢ ¢ déformation normale suivant la direction x ;
o

Chaque élément de surface dA supporte un effort dF paralléle i Ia ligne moyenne

Im de la poutre. 11 Y a répartition uniforme des contraintes dans la section droite.
D'on :

(¥ : contrainte normale en MPa ou N/mm” ; 4
I
e
i ]j;x [34.] Ji': module d’Young en MPa (ou N/mm”).

@ : contrainte normale en MPa ou N/mm? :

Er; substituant I’expression de O, dans I’équation [3.5.], on obtient :
N : effort normal en N :

A : aire de la section droite en mm?,

*=F T B4

L allongement (déplacement) de la poutre est donné par :

\ N I
=A—1—N = Al=—

X

%S T B FA

Al : allongement de la poutre en mm ;

[ : longueur de la poutre en m (ou en mm).

Figure 3.3, Distribution de ia contrainte normale

Sollicitations simples
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N2, Condition de résistance !! "

La condition de résistance s'éerit ;

N o
Opx =—-S0,=—= 8.
A 5 il

.4« | Contrainte maximale en MPa ;
¥, : résistance admissible du matériau en MPa ;

r, : résistance élastique du matériau en MPa ;

Ay 1 coelficient de sécurité.

3.1.3. Application

Calculer les contraintes et les allongements subis par chacune des barres

supportant le corps rigide de section constante et de masse de 3 000 kg.

ILes caractéristiques des barres sont :
~ Barre (1) : E; =70 000 MPa ; A; = 240 mm®

~ Barre (2) : E; =210 000 MPa ; A, = 180 mm?®

Les barres (1) et (2) sont soumises 4 une traction sous I'effet du poids du bloc.

Sollicitations simples

100 450 150
A A A

Figure 3.4, Bloc suspendu. Dimensions en mm

On isole le bloc des deux barres (1) et (2).

—  On remplace les coupures par des efforts internes (et les efforts extérieurs),

—  On vérifie I'équilibre (PFS), on détermine les inconnues du probléme.

I}{Iﬂv 250 |, 200 vlS!lz
AA i

v

P=3000kg

Figure 3.5. Modéle mécanique. Dimensions en mm

Résistance des matériaux
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Equations d'équilibre 1

2 M, ==Px250+ N, x450 = 0= N, =1666,67 kg

2. M, = Px200~N,x450 =0=> N, =1333,33 kg

Vérifiant ; N1 + N2 ERies 1333,33 +1666, 67 = 3000 kg AI;-O,I& “!m',@j,,,,,a

SRR BB

C'ontraintes dans les barres :

N, . 133333

== =55,55 MPa Figure 3.6. Position finale
A 240
0, = TRl 92,59 MPa 3.2. Cisaillement pur
A 180

Allongements dans les barres :

NJ _13333,3x650

Al = = =0,52 mm
E A 70000%x240
P F
—
A= N,l, 3 16666,7)(650 ~0,28 e l I
E,4, 210000x180 | I 10 ] .

Figure 3.7. Assemblage des piéces par boulons

3.2.1. Effet de Ueffort tranchant

3.2.1.1. Contrainte de cisaillement

Chagque élément dA supporte un effort tranchant dT7, perpendiculaire a la ligh
moyenne Im de la poutre. Tl y a répartition uniforme des contraintes de cisaillemer

dans la section droite (figure 3.8.).

Résistance des matériaux
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o - | NN i B SN memm——— _—
D'ﬂh:r&v.% s ¥ !!,—l _' . welieeBan s A
Ty i contryinge tangentielle en MPa ou N/mm* | B A : o
1, : effort N[O
4 tranchant en Newton ; v KA—I- ——
A i uire de 1y section droite cisaillée en mm’, b
(b). Aprés chargement
Figure 3.9. Effet du cisaillement
i d z
7, =—=Gy,, =G—y:>~al=—”—
i dx dx GA
T
dy _1 [3.10.]
dx GA i

G étant le module de cisaillement.

Figure 3.8, Distribution de la contrai e .
TN L'expression [3.10.] est I'équation de la déformation moyenne due & I'effort

tranchant T,

w2, Da ’
2.D Y rmation de cisaillement
T

En déforyp : :
Mation élastique, la contrainte de cisaillement 7_ varie linéairement
xy nt en

foncti >
onction de 1 angle de glissement Yxy.

A (trés petit) 3.2.2. Condition de résistance

La condition de résistance s’écrit :

1= . T} 2 X
T  =—2=LT7T=-% (3.1L]

max A s

7 - contrainte de cisaillement admissible en MPa ;

(a). Avant chargement
s : coefficient de sécurité,

5.l
Sollic Zations simples
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323, Application o

Deux tbles, de 200 mm de largeur, sont assemblées par deux files de boulons de

dinmétre de 12 mm et sont sollicitées par un effort de traction égal & 150 kN (figure
3.10.).

Vérifier la résistance et en déduire I’épaisseur minimale des pidces et le nombre
de boulons nécessaires.

Données : o; = 240 MPa 5 TE = 160 MPa o 1,7 (CoeffiCiEI]t de 3éCl.lrité).

- l N N F
<+ I |
N NS
. ‘0 O
g —— i __,F
(0 O
Figure 3.10. Distribution des boulons
Contraintes admissibles
Contrainte normale admissible : o= i = g@ =141,2 MPa
s L7
Contrainte de cisaillement admissible = Tee 1_69_ =94,2 MPa
s 17

58 Sollicitations simples

L= 200 mm £

Figure 3.11. Section cisaillée

Aire de la section droite : A = (I -2(d+2)) x e = (200 —2(12+2)) x e = 172¢

Calcul de I'épaisseur de la piéce

—ESE 150 000<14L1 i 150 000 617 i
A 172e 172><l4l 2

On prend e = 8 mm.

Nombre de boulons nécessaires

Aire de la section cisaillée par boulon :

4, =%(d+2)2 =%142 =153,94 mm’

rm“=f—5"f-—~fi<:: 150 000 E040 5 150 000 _
A s 153,94xn 153,94x94,2

On prend 12 boulons. Il existe 2 files. Il faut 6 boulons par file.

3.3. Flexion pure

On appelle une flexion pure I'effet produit dans les sections droites d’une poutre
par un moment fléchissant M,. Les autres efforts internes (normal et tranchant) sont

nuls.

Résistance des matériaux




1. Effet du moment fléchissant I !’ﬂ o

3311 Contrainte normale

La flexion dans le plan (xoy), figure 3,12,

YA
Mx /' \Mz
________ - -,_._......._,...Igi.-‘.._.i.N_._._._._‘-,_._.
sle X
I}\ AJ

(a). Avant chargement

p : rayon de courbure

(b). Aprés chargement

Figure 3.12. Poutre en flexion

60 Sollicitations simpley

W i 3 HI ! .' ."—
E
1)'uprés la loi de Hooke : 0, = EE€, =;.y

fudions I"équilibre de la section :
E g
Y F,=0= [0,dd=0=— [yda=0==ys4=0
: ‘A p A p

(L'axe neutre AN passe par le cdg de la section.) b

—_ — .—'_0 "__Irz=0
E My=0:>J0'xsz—O:>p:1[ysz =

(Les axes y et z sont principaux centraux.)

M,=0=>M, - |o,ydd=0=
S, f

o B E
Mz=£Iy2dA:Mz=—Iz:>p=—Iz

el 0 M,

En substituant p dans 1'expression de O, on trouve :

oMo,
RN ¢

1

I. étant le moment quadratique de la poutre.

Résistance des matértauy



34,2, Condition de révistance e

L condition de résistance ' éerit - o P ot b
o . %"""ﬁ‘ S O
‘ B .
a4 UL
o™ = %"—]v,[ O3
z Vi L b

v, ¢ distance entre I"axe neutre et la fibre la plus lh .
iy : distance entre Iaxe neutre et la fibre la plus PPy o

. contrainte admissible due & la compression!

¢
aadm

@', : contrainte admissible due a la traction.
il

; /

7
Vi Zone compiMée |
\ |
Iy £._._ B BN Y Ll

Figure 3.13. Distribution de la contrainte normale dans | ‘épaisseur de la poutre Va Zone tendit

4

3.3.1.2. Déformation normale

D'apres la loi de Hooke

i E El [3.18.]

62 Sollicitations simples
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i
Vérifier la résistance de la po do 1n poutre st i8¢ '
_ poutre entre les deux ohurgos de Iy poutre suivante : v
Donné \) - R égl 8
nnées é}
ﬂ .
T =15 MPa : contrainte admissible i la compression ; 1m Im 1 m ¥
L |\
@ =3 MPa : contrainte admissible A la traction ; —1 20 KN
4% 1,667 % 10" mm*, T, o - '
~20 kN
20 kN 20 kN 20 kN.m
l z M= e S
A B <- o & & 3
S A v
# L -+ 200 K 1m K Figure 3.16. Diagrammes des efforts internes

Figure 3.15. Poutre en chargement ponctuel La condition de.résistance §'&etit -

Mz| | 20%10°
1

O = ==y = X 200=0,23 MPa <07, =15 MPa
6
o,:’lax — EIJ—Z;- v2|=%><800 =0,959£ o-;dm =3 MPa

La condition de résistance est vérifiée.

3.4. Torsion pure

On appelle torsion 1’effet produit par un moment de torsion M, dans une section

droite d’une poutre.

64 Sollicitations simples
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[E— re r — W RN R i METEIE: semmssywy ¥ W7

T ———

On peut éerfre | -B—IBF -

L torsion et dite torsion pure si entre deux pol
N,=0, T,=7,=0, M, =M, =0
M, =M, 0

o la ploce, on a

3.21.]

L
Doh.l /

{) + angle de rotation unitaire [rad/mn]

3.4.1. Torsion d’une barre circulaire

L torsion d’une barre circulaire présente, en général, deux intéréts :

—~ elle est fondée sur l'expérience. Sa formulation analytique donne des

résultats similaires & ceux obtenus expérimentalement ;

~ eclle est trés répandue dans la construction mécanique (automobile,

aéronautique,...).

M,

A4.1.1. Observations expérimentales

~ La longueur et le diamétre de la poutre restent constants aprés déformation.

v

~ Les lignes génératrices restent rectilignes aprés déformation.

o
— Les surfaces planes restent planes aprés déformation (hypothéses de Figure 3.18. Moment de torsion-angle de rotation

Bernoulli).

3.4.1.2. Effet du moment de torsion

___________________________________

Dans une section circulaire, on admet que les contraintes de cisaillement SOI

tangentes aux cercles concentriques (figure 3.19.) P

Figure 3.17. Torsion d'une barre circulaire

Résistance des matériaux
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Figure 3.19. Contraintes de cisaillement dues d la torsion

On peut écrire :
BB'= pda

BB' do _y

—=yv=BR'=yvdizpdoo=s — =L =@8= y=pl
T v ¥ £ N y=p

Le glissement ¥ est maximal pour p=R. D’olt: ¥, = R6

D’aprés la loi de Hooke :
T=Gy=Gpo=>r7,, =GY...=GRE

Efforts dus a la torsion
dF =t dA
M, = [pdF = [pzdd=[pGp6da=G6|p* d1=Gol,
A4 A A A

68 Sollicitations simples

: P e WRTw - r W — g

\ : btpisd Al cuiewt 9L WO 0 L

AL o o . ‘”, 'r ?Ir - ‘.‘!II
Pour une barre elrculuire o f; = T

4

1y moment d'inertie polaire |
d ¢ dinmetre de la barre '

| )
M, =G9[n=>08-€i:rmTLp=.rlnu =_foLR
Lo 0

3.4.2. Torsion d’une barre pectangulaire

Dans le cas des plbcen prismatiques, I’hypothese de Bernoulli (ley
droites restent planes §préy déformations) n’est pas vérifiée. Donc les 100

établies dans le cas de hartey circulaires, ne sont plus valables.

[3.23]

[3.24.] '

[3.25.]

I
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ke

L condition de résistance v'écrit: 7, ST

1'étude de Ta torsdon de batres priy
méthode de Saint-Venant,

Conditlon de révistance

wootlon plelne est basde wur

S

i dondition de rigldité wéerit: By SO

A, Application

i 4 extre "'"'I“

isal i tion de 1"exl
Déterminer la contrainte de cisaillement maximale et la rota

libre,

Données :

Figure 3.21. Distribution de la contrainte de cisaillement

1D =30 mm;

d=25mm;
L. condition de cisaillement est donnée par :

G = 80 000 MPa.
Wnax = i [3.28.]
" o(hb?) "t
I."angle de torsion par unité de longueur : .
2 ot g e am it e R R AN
Ge— - [3.29.] R
BG(hb)

h
Les coefficients & et £ sont fonction des caractéristiques géométriques m = — |

1 2.5 5 10 20 =
0208 | 0258 | 0292 | 0,313 | 0323 | 0333
0141 | 0249 | 0292 | 0313 | 0323 | 0333

Figure 3.22. Tube circulaire en torsion

™®|R|E

Tableau 3.1. Quelgues valeurs de « et Ben fonction de m

Résistance des matériaux
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- T T T S — S

Le moment dinertie polaire m' L s & j . ¥

Iy=2=(D" ="y = 2 (30 - 28*) m 1 181,2 mm’
32 32
La contrainte de cisaillement maximale

M, p_L5x10° 30

=—LR=2" X" =546,76 MP
1, 41151,2° 2 "

La contrainte de cisaillement minimale

max

M. d . 15%10 25

= % ~—=455,64 MPa
I 2 4¥151.2 .2

min

(iénéralités . )q

<)
. . . 2 .y . '.'I.
Une sollicitation est dite composée si dans une section droite d’une pitc » L

plus d’un effort interne.
Soient ox, oy et oz des axes principaux (figure 4.1.).

. 0 . 1 ' T
Dans cette partie, nous nous intéressons aux sollicitations composées e

courantes :

|

flexion plane : (M,, T,) ou (M,, T2) 5
Figure 3.23. Distribution de la contrainte de cisaillement

flexion déviée : (M, Ty, My, T2) ;

flexion composée : (M, Ty, M, T, N

— flexion-torsion : (M., Ty, M,) ou (M, T, M,).

72 Sollicitations simples




Figure 4.1. Efforts internes " 1, Contrainte normale
0 (L1}

4.1. Flexion plane - Considérons un plan de charges (x0y).

i contrainte normale est donnée par : 7
Une flexion est dite pl ; . ) .
plane si dans une section droite de la pice, il existe detix ¥ ‘

composantes d’efforts internes : o, = '}J‘ o UL
2

=~ dans [e pl . : 2 v kL
plan (xoy) : (M., T,), figure 4.2.a : {quation [4:1.] est équivalente & I'équation [3.17.], chapitre 3,

= dans le plan (xoz) : (M,, T,), figure 4.2.b.

4.1.2. Contrainte de cisaillement

Soit un élément de longueur dx infiniment petit de la piece

e

(@). Plan (xoy) (b). Plan (xoz)

" igure 4.3, Elément de poutre
Figure 4.2, Flexion plane - e

Sollicitations composées Résistance dey mi
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Pour lew sections courantes, 1

T, il '_'3‘ {1 0 |
f,y-k—‘;— ) o J

o ih_ull Ayin
I ,fo' dA = f——l-yd.d-? IM"%!"S.
D'od i

«_AM, T Ax
s i e

k= % pour le cas des sections rectangulaires ;

k = — pour le cas des sections circulaires.

z /. N
; LS A est la section transversale de la poutre. .
7, =——= :
Xy % }‘_

[4.4.]

S

et
& I, sont les moments statique et d’inertie de la section considérée,
respectivement, L équation [4.4.], donnant Iexpression de
cisaillement, est 1a formule de Jourawski,

4.1.3. Application

la contrainte de Déterminer I'expression de la contrainte de cisaillement T, en

y b
4
A k¥ ¥
ol o =
s
2 v

Figure 4.5. Section rectangulaire

Figure 4.4. Distribution de 1a contrainte de cisaillemeny

76
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—*— - : L
~ Véritieation d'un critdre do rupture (e d'un mitériag ductile) |

Jolw3el s (Crlrore de Von Mises)

AN, Caloul de la rigidied ;-
~ Lo caleul de la fldche se fait en utlisant I'équation différelnﬂtgpf |
Slustique, équation [1.18.] :

Caleulons le moment statique et h-mmﬂm' e 1 wection transversale ;-

(Yot
o
T

/

En substituant la valeur de S, et de ] - dans I’expression [4.4.], on obtient :

7 2
Ty =§_& 1_4_.}’_2_
2 A h

4.1.4. Calcul de la résistance

J ' # ..
~ L fleche maximale doit satisfaire la condition :

fsf

L ! i , I étant la portée de la poutre et f "',
Les étapes du caleul 2 la résistance sont 150 1000
= déterminer les sections dangereuses (zones ou les efforts internes sont admissible.

maximum) ;

déterminer les points dangereux dans la section (points les plus éloignés de

.6. Application
I'axe neutre) ; 4.1.6. App

is et chargde
. . en 9 r I =4 m, reposant sur deux appuis e
¢valuer la valeur de la contrainte normale et de la contrainte de cisaillement ; Soit une poutre, de longueu P

vérifier si les valeurs calculées sont inférieures aux valeurs admissibles : le montre la figure 4

ag

o=—¢
s

IA

ag

x

[4.6.]

T

IA

Ty

O, T : contraintes admissibles du matériau :

O, : limite d’élasticité du matériau :

s : coefficient de sécurité. Figure 4.6. Poutre reposant sur deux appuis

Résistance des matériaux
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Donndey ; 1y w 3000 Mpy ; 7014 MPa ot 7w 8 Mpy
Le churgemen 8t dunyg | plan (xpy),

Vérification de la ra‘simmﬂe
Réactions d"appuis

Figure 47, Réactions d'appuiy

Efforts interneg

Figure 48, Efforts internes

Les efforts T}

80 I Sollicitations composées

et M, ne sont Pas nuls (hypothese de la flexion plane).

i, fjgure 4.8.)

Secttons dangereuses (elfory iy |
(S Ty = 0,75KkN et m.’.-mm

(Sl) H I;, =F 0, 75 kN et M,'-ﬂl.’-‘kN.n'l-

Points dangereux (distributions des contraintes, figure 4.9.)

h

O, estmaximalea y = F E

7,, est maximale sur "axe neutre AN (3 y =0)
Xy

=

4% sielle
Figure 4.9. Distributions des contraintes (normale et tangentielle)

M, M h_6M, =7,65 MPa<o =18 MPa
Eq. [4.1.]: 0, = 7 y W 2 b

z 12

. T B
Eq.[45.]: 7, = I,S—A} =0,2<7=5MPa

Revixianee doy matdriauy

8l



e T g m—— L3 T —— e
Vérification de la rigiditd Vol nae NI sheT)

‘i’lli cnm!lm !|| | | vy \LLP I Y i 313 .."..'.‘\..‘ d
La fleche maximale est caleulée par 1'équation [4.8,] ;
. ; | contrainte normale est donnde par:
il B 108 e W Peahs 20w
= -y 1 y e | B o— mm M
B, o b 200 R B
12 ] IJ-'
On appelle I'axe neutre AN I'ensemble des points ou la contrainte normale est ny I
4.2, Flexion déviée

Soit un point P(xy; yo) appartenant a I’axe AN. Alors

Une flexion est dite déviée si, dans une section droite de la pidce, les efforts M, ¥, M, z.=0= Ho L tanf}
: —kn T I e e e
I

it ! 20

internes (M, T,, M, et T,) agissant sur les axes principaux ne sont pas nuls z Y

z ¥
(figure 4.10.).

M, et M, sont les résultantes du moment M. D’ou :
M,=Mcosc
M,=Msina

= tana’=——y
M

z

Fn substituant I’équation [4.12.] dans [4.11.], on arrive a :

1
tanf = ——=tanc
I,

Figure 4.10. Flexion déviée

Figure 4.11. Coordonnées d’un point appartenant & I'axe neutre

82 Sollicitations composées
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4.2.2, Contrainte de clsaillement —— B it

L contrainte de cisaillement en un point ext donnde gor

T= 1) + 75 [4.14.]

Avec !
il
oy 7,
3 4.15,
s 25 [4.15]
o2 b !y

423, Caleul de la résistance

Les élapes du caleul de la résistance sont :

~ déterminer les sections dangereuses (zones oit les efforts internes sont
maximum) et les points dangereux dans la section (points les plus éloignés de
I'axe neutre) ;

~ calculer la valeur de la contrainte normale et vérifier qu'elle est inférieure 2

la valeur admissible :

o.<0 [4.16.]

 : confrainte admissible du matériau ;

~  vérification d’un critére de rupture (cas d’un matériau ductile) :

N O'f +3r’ <o (Critére de Von Mises) [4.17.]

84 Sollicitations composées

424, Cakﬂdchw T ot

L]
M 4 }

~ Le caleul de la fleche se fait en utllinant 1'équation différentielle de ln ki

[T

Elastique (équation [LI8 )

’
£,%1 - u,

H

Avec ;

7 =@} +wF

v(x) et w(x) sont respectivement les déplacements suivant y et 2.

— La fléche maximale doit satisfaire la condition : el
f&r

}_" - _l_ +_l_- , [ étant la portée de la poutre et ? étant la fleeh
150 1000

admissible.
_ La vérification de la fléche s’effectue aprés la vérification de la résistance,

Résistance des matériaux
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ul'l mm” L1

Calculer la charge maximale P que peut supporter une panne en IPE140 en
respectant les conditions de résistance (figure 4.12,) ;

Données : o =120 MPa

Toiture

/P

== 7
/ /%D
4 m

7’{ v

A

(a). Position de la panne en IPE140 dans I’espace

(b). Position de la panne en IPEI40 dans le plan

Figure 4.12. Disposition d'une panne sur la toiture

Sollicitations composées

A I. - .':' 7 ‘i \ ‘III.‘. 1
Lew carnctéristiques mmwmmmm;‘ o W X o
A m 164.10' mm? ; I, w 541,2.10 mm’ ; 1, » 44.9.107mm

Le vecteur de chargement P peut-éure décomposé comme |
 P=PJ+Pk
Avece
Py = Psin25=0,423P
P, = Pcos 25=0,908P

i v S -0.212P [kN]
/ / —T A ‘

i |
N —»>

0,212P [kN]|

T,

0,454P [kN]

Figure 4.13. Efforts internes

Résistance des matériaux
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Lew effors 7\ et M, ne sont pax nulk (hypothose de I flexion plane),
Fiquation de I"axe neutre (équhllnn [4.00.]): s
M

M M, |

SLy =Lz, =022 =m0 o e 0,17 25 f= 9,649
/, /i Z,

Clest I'équation d'une droite passant par le cdg de la section, Jigure 4.12.h.

Le point B(-36,5 ; ~70) est le plus éloigné de I'axe AN.

T Ty g Ly

z »

L contrainte normale maximale au point B

M

o =M3—y_rj +—=2z, =—-46,13P [MPa]
ey 1

0| =46,13P<5=120= P=2,6 kN

4.3, Flexion composée

Une flexion est dite composée si, dans une section droite de la piéce, les efforts

Internes (N, M., T,, M, et T,) agissant sur la section ne sont pas nuls, figure 4.14,

Figure 4.14. Flexion composée

88 Sollicitations composées

e Ea——— AT

4.1 Contrainte normale

La contrainte normale est donnde par ¢

N, M. M -
il s m—r : {
a"A+I,y+I.’

¥
A étant 'aire de la section droite de la picce.

Equation de I'axe neutre

Soit un point P(xq; yo) appartenant & I’axe AN. Alors :

N, M M,
X4 —Zy +—2z,=0
T Yo 7 0

D’autre part (figure 4.15.), ona:

N=P
M, =Py,
M, =Pz,

En substituant I’équation [4.23.] dans [4.22.], on obtient :

prf
1+i_’2iyu+?‘“-zﬂ =0
z ¥

avec :

1 il
2=t g P=-i

y? z A

i, et i. sont les rayons de giration.

Résistance des matériaux
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La contrainte de cisaillement en un point est donnde par ; [
) [4.26,]

avec ;
T8 TS \
7. =-—-y--—-1. el r“ -z ) 4.2?‘. !
B N T T o
I 'ﬁ\ & ‘ I
I l nS-A I
4.3.3. Calcul de la résistance ; 43 pplivation

Calculer 1n phurge maxlmale P que peut supporter une console en IPEIM0 @

Les étapes du calcul de la résistance sont - respectant lon snditlons de résistance (figure 4.15.) :

= déterminer les sections dangereuses (zones ou les efforts internes sont

maximums) et les points dangereux dans la section (points les plus éloignés
de I'axe AN) ;

= ¢yaluer la valeur de la contrainte normale et vérifier si la valeur calculée est

inférieure a la valeur admissible du matériau :

o <0 [4.28.]

4.3.4. Calcul de la rigidité

La fleche maximale doit satisfaire la condition :
fs1 [4.29.]

/ IMigure 4.15. Console encastrée a une extrémité
f " étant la fléche admissible,

Données: @ w120 MPa

Résistance des matériaux
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Aw nen’ 4y 541,2.10" mm' ; 7, m dd 9,10 pu

P kN

N

AA0P [KN.mm] K

M,

/ /~1070P [KN.mm]

3p 70P [KN.mm|
l P ; X
Im o 1m IP
i A 7"

Figure 4.16. Bilan des

1036,5P [kN.mm| -536,5P [kN.mm|

Jforces dans le plan (xoy) i

Figure 4.18. Efforts internes

| existe deux sections dangereuses (S1 et 82), figure 4.18.

3’¥ 0,5p l X
N,=-P e
5
Zﬁ L] _/1!35,5[: i (S1): I M, =-930P (82): 4 M, =1070P
M, =-1036,5P M, =-536,5P

Figure 4.17. Bilan des Jorees dans le plan {xoz)

02 Sollicitatio¥as composées
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419,

Bqustion o l'oca AN dowetion 1433 1o D

" plus dlofgné de ' il
P 930P 1036,5° P 1070 836,509 -
(81) ) === Yo = z,m( e b i LM i —— 3 6, § = 0, | T1R
T al - 16,4107 44,0000 T 841,2.10
150,71 kN
o0t F=0,71 kN
M.Mn-wrslon

[ plbce est en flexion-torsion si elle est soumise simultanément a la f

{plune il déviée) et a la torsion pure (figure 4.21.).
Figure 4.19. Equation de I'axe AN (S1)

Le point le plus éloigné de I'axe AN est C(70 ; 36,5), figure 4.19.

¢ e 930P 1036,5P
£ il o 5 A= . Q0,0 = . S
16,4.10>° 44,9.10° 541.2.10° 36,5=0,153P <120
= P, £0,78 kN
P 1070P  536,5P
i :Z-l- Iz = Iy s Figure 4.21. Flexion-torsion

4.4.1, Contrainte normale
[ 4 contrainte normale est donnée par :

M. ,
-—iy4+ Ly
i

z ¥

a

]

A étant 'nire de la section droite de la pigce.

Figure 4.20. Equation de I’axe AN (52)

94 Sollicitations composées Résistance des matériaux




4.4.2. Contrainte de clvaillement u.'ﬂw ol

A

L contrainte de cisaillement en un point est donnde pir |

Wl

A Application -_

el
ad

Caleuler le diametre de In plooe on respectant les conditions de réyiy
(ligure 4.22,) :

M, : moment de torsion :

Iy : moment d’inertie polaire ;

R : rayon de la barre.

4.4.3, Calcul de la résistance

Figure 4.22. Console en flexion-torsion

Les étapes du caleul a la résistance sont

déterminer les sections dangereuses et les points dangereux dans la section ;

Données : o =120 MPa et 7 =90 MPa

= Cvaluer la valeur de la contrainte normale, de la contrainte de cisaillement

due & la torsion et vérifier si les valeurs calculées sont inférieures aux valeurs

70D [kN.mm]
140 kNl : 3
|4
A

Figure 4.23. Systéme équivalent

admissibles du matériau :

O.SOet?. =7 [4.33.]

pour un matériau ductile, il faut vérifier un critére de rupture :

VoI +37} SO (Critere de Von Mises)

1m

s LA Er

Sollicitations composées Résistance des matériaux




P — T ————
140 (kN m] [ S

( o)
Mg » ’

M,

70D [KN.m|

Figure 4.24. Efforts internes

La contrainte normale maximum est donnée par I’équation [4.30.] :

i, S 140.10° D _ 1,426.10°
= BT 3

max
oy =

gt 72

<120= D, =228,2 mm

64

LLa contrainte tangentielle due 2 la torsion est donnée par I’équation [4.32.] :
7 70D.10° D _ 356,507.10°
o R s T 2
T
7 pe 2 D
32

<7=90=D, 262,95 mm

D'ou : D =230 mm.

Sollicitations composées

N—
o s

Chapitre 5

Systémes isostatiques a treillis

(iénéralités

: i
Ln systéme a treillis est une triangulation de barres droites artioulldﬁ-
(fgure 5.1.).

Membrure supérieure
i Diagonale Neeud

Montant

A g TL B

Membrure inférieure

Figure 5.1. Poutre auvent



- 802 Exemple i

Déterminer le degré d’hyperstaticité M des systemes suivants
(a).

5.1, Systéme a treillis

5.1.1. Détermination du degré d’hyperstaticité

Figure 5.2. Mécanisme

Le degré d’hyperstaticité H est égal a la différence entre le nombre d’inconnues i

el le nombre d’équations : | =14
H=i-3n [5.1.] Sneldxs=15
H =i-3n=-1<0:systtme hypostatique. !
n étant le nombre de barres de la structure. (b).
Pour une liaison articulée : y C
4
i=20n,-1) [5.2.]
2 4 2
Pour une liaison encastrée : A o & B
. /§> D _é_
i=3(ny—1) [5.3.] 1
ny, étant le nombre de barres connectées au nceud considéré, 2
Figure 5.3. Systéme isostatique
— Si H < 0: systéme hypostatique (mécanisme) ;
=15
— Si H = 0: systéme isostatique ; 3 =3 %5 =15

; i : H =i-3n = 0: systéme isostatique.
— Si H > 0:systeme hyperstatique d’ordre H.

100 Systémes isostatiques a treillis Résistance des matériaux




" A Déplacement d'un systeme b eeelllis ol

Lo ddplacoment est donné par I'exprension : »
e
Po Ny %N, L ,'
M E xS,

I+ numéro de la barre
1 nombre de barres
Ny ¢ effort normal produit par la charge P sur la barre i ;

Figure 5.4. Systéme hyperstatique

N ,‘,', . effort normal produit par la charge unitaire au point k de la barre 1
i, 1, ¢ longueur de la barre i ;
Eee &+ section de la barre i ;
H = i~ 3n = 4 : systétme hyperstatique d’ordre 4. B Rt s 1a oo

8.2, Caleul des efforts normaux - Méthode des sections 6.4, Applicatlon - Etude d’une ferme

LLes étapes de calcul des efforts normaux sont : Soltsion Mets, Higre 5.5,

| barres.
déterminer le degré d’hyperstaticité du systéeme H ; (), Caleuler les efforts normaux P

= déterminer les réactions du systéme ; (b). Déterminer le déplacement de la ferme au point D.

couper le systéme en deux parties (ne pas couper plus de trois barres) ol les

efforts normaux sont des inconnues ; N oides

L1=Lz:25(Jcm;L;:L4=20{}cm;L5=150<:m
S.=SQ:ZOcmz;S;=S4=Ss=10cm2;E,-=E

les efforts normaux sont calculés en vérifiant les équations du principe

fondamental de la statique PFS.

o 36,87

Figure 5.5. Systéme isostatique

102 | Systémes isostatiques a treillis
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(). Caleul dew efforts normaux duns les barres . st

Nérifions les équations M

- Y F,=0=0,5P4+N,sin36,87 = 0= N, =-0,833P
S F, =0 N, +N,c0s36,87 = 0=> N, =0,666P

Le étapes de caleul, secrion S, 2., wont les suivantes

= Caleul du degré o hyperstaticité H = 0 : systéme isostatique, section 5,12, (cay.
b h (ol

= Caleul des réactions d’appuis I Ns®
0
S, ’-\-.
4 |
Al . (5
' o /
< I\] { '3} L (4) N >
N3 fI} 1)) / N.¢ — NJ

Figure 5.8. Coupes barres (3), (4) et (5)

Figure 5.6. Réactions d’appuis
Appliquons le PFS :

> F,=0=>N,;=0
> F.=0=N;+N,=0=N, =N, =0,666P

) s A .
Pour des raisons de sy métrie (géométrie et chargement), on considére la moiti€ de la

sructure pour le caleul des efforts internes dans les barres.
(b). Le déplacement de la ferme au point D

5, = Z NuXN,, g (-0,833)x(-0,833P)x250
= F xS, Ex20
(-0,833)% (-0,833P)x250 , (0,666)x(0,666P)x200
Ex20 Ex10
(0,666)x(0,666P)x200 , (0.)x(0.)x200 _ 35P
Ex10 Ex10 E

Application numérique : £ =200 000 MPa ; P =20 kN

Figure 5.7, Coupes barres (1) et (3)

35P
5}“} =T=3,5 min

104 | Systemes isostatiques & treillis
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Chapitre 6

Systémes hyperstatiques

Géndralités

En général, les portiques ont un comportement flexionnel. De ce fait, on peut !
négliger les déformations dues a I’effort normal et a I’effort tranchant. ‘
Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude des structures planes, hyperstatiques,
chargées dans leur plan. Pour le calcul des poutres continues, on utilise la méthode
dex trois moments (formules de Clapeyron) et pour le calcul des portiques on utilise

In méthode des déplacements. aeiiani

6.1, Poutres continues LM, +2(L + L,)M, + L,M, =6EI (6, - gg)

6.1.1, Méthode des trois moments - Formules de Clapeyron
Avec :
Soit un systeme (S) composé d’une poutre continue sur trois appuis Ag, A; et A,,

1 Ly
(figure 6.1.) :

1 L.“ 2% : -
- — m7 ‘__15ix et B =
Ou T S

6, : rotation (de droite) au point A, de la poutre A;A, sous I'effet de la charge q;
| N
@ rotation (de gauche) au point A, de la poutre A¢A; sous effet de la charge (¢
g

m'idx
i

z 0 1

m' - moment fléchissant dfi & la charge g, dans la poutre isostatique ApAy s
% ' .

AI} Al A;
Figure 6.1. Poutre continue sur trois appuis

Résistance des matériaux
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m] moment fléchisant di & f charge G s I poutee Iostatique A Ay |
£ module d'Young ;

1, + moment quadratique de la section transversale,

6.1.2, Relations entre efforts internes et moments aux appuis

Soit une poutre isostatique reposant sur deux appuis, figure 6.3.

i q
M, e ] Mg
= nim ] e i e R e R e J _.-.__>
h ZE X
A B
L

Figure 6.3. Poutre isostatique

I.'effort tranchant 'I}AB dans la travée hyperstatique du systéme (S) en fonction

de I'effort tranchant tfg dans la travée isostatique du systdme (S,) est donné par:

T (x) = 1% (x) + ﬁ%M_a (631

Le moment fléchissant M:B dans la travée hyperstatique du systéme (S) en

fonction du moment fléchissant m; # dans la travée isostatique du systéme (Sg) est

donné par :

M (x)=m*(x)+ M, [1 — ﬂ +M, [ﬂ [6.4.]

108 | Systemes hyperstatiques

'wr'

1., Application - Etude d'une poutre reposant sur quatre appils

L
Solt e poutre repoxant sur quatre appuls, (gure 64.)
) | r
y "
A q = 10 kN/ml 1
| o
¥ @ Saaas NN
LYt * .
A 5 i i
I L= I 2L=4m __ L L=2¢

Figure 6.4. Poutre sur quatre appiis

A
(1), Déterminer les expressions des efforts internes dans la poutie,

(b). Tracer les diagrammes des fonctions internes dans la poultre. 2
(¢). Calculer les réactions d’appuis. "

LI, étant une constante.

Al
(a). Efforts internes dans la poutre | ;
i
I
Troncons AB et BC ! |
2 F-IU (N
A q =10 kN/ml :
i I
L
_____ 3 r.._.-..;_._.._.:'r._.‘,_._...14._._.,._.¢_._._‘-.‘. |-.--‘!.’
B C
A
L L=2m]} 2.=4m le.

Figure 6.5. Systémes isostatiques. Trongons AB et BC
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T ESRR——
Lew offorts tranchants et moments féohissants duns (%) 1

0SxSL:tf"(x)=10x=10 ot  mM(x)m ~5x* +10x

0SxS2L: 1, (x)=10x=20 ot  mi®(x)==5x* +20x
Appliquons I'équation [6.1.], on obtient :

LM, +2(L+2L)My +2LM, = 6EL (0, - 6.")

De I"équation [6.2.], on trouve :

L
0, = fc[—x'—l:!dx=— L
e il 572 3EI,
L
EI ; | GEL

i substituant les expressions des rotations dans [6.5.], on obtient

IM, + M, =45

L.'équation [6.6.] a deux inconnues : pour déterminer les valeurs de My et My, il

nous faut une deuxieme équation.

Trongons BC et CD

q =10 kN/ml F=20 kN

B C D
L 2L=4m L L=2m L
7l 4 |

Figure 6.6. Systémes isostatiques. Trongons BC et CD
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I appliquant 1'équation [6.1.], o
QLM + 2(L+2L)M . + LM, = 611 (a,,‘" -6,) g

Les efforts tranchants et moments fléchissants duns (So) : _
m?° (x) = —5x" +20% 3§

0<x<2L:1°(x)=10x-20 et

65]
0x<=: 155 (x)=-10 et m(x)=10x A
£SJ!:SJ_’,:IED(.?C)=10 et mP(x)=-10x+20
2 7

Grice A I’équation [6.2.], on trouve :

¢ 5
cel X _ 5, ED ﬁ—]]dx =—
0 ‘i [L I]GBC L,Izmz liL El,

1 L2
CD—__
e _EIZ[I

1 2L 5o X :\
_— B
EI Jm 2L

z

80

BC s
O 3EI,

[6.6.]

En substituant les expressions des rotations dans [6.7.], on obtient :

M, +3M,. =—47,5

Les équations [6.6.] et [6.8.] forment le systéme d’équations suivant :
3M, + M. = —45
M, +3M, =-41,5

La résolution du systeme [6.9.] conduit a :

M, =-10,9375 kN.m M. =-12,1875 kN.m

et

|
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(b): Dagrammes des fonctions internes dans la poutre

ol

En appliguant les équations [6.3.] et [6.4.], on détermine les efforts tranchants of lox
moments fléchissants dans le systéme hyperstatique (S) :

Trongon AB

0Sx<L: gﬁﬂ(x)zr;”(x)—%= 10x~4,53

M (x)=m!* (x)+ M, [%} =-5x +4,53x
Trong¢on BC

USr=2L) zjfc(x)=:§C(x)+M—321L%=10x—19,68

W =DM [ =
z () 2 2L B 2L
~5x*+19,68x 10,9375

Trongon CE
Oq: < L ; CE CE |
—-..xH_E. T,"(x)=-16,1kN, M (x)=16,1x-12,2
Trongon ED
L ED
S Sx<L: T,°(x)=3,9 kN, M?P(x)=~3,9x+7,8
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A q =10 KN/l """
;
! : v v v
PR I e P N O O OO ¢ I Rt
/fg L (O
i B C
i 20,32 kN .
15,47 kKN
nr
3,9 kN '
(ol
4,53 kN e = i
61 kN T
-19,68 kN
3,9 kKNI
1,1 kN.m -
wm, /1 i
-10,94 kN.m

'W"

Figure 6.7. Efforts internes
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(e) RMW

Y, m =T md,83 kKN

Yy + T)(B)= T (B)=> Y, =15,47 +19,68 = 35,15 kN
Yo+ T,°(C) =L (C)= ¥, =16,1+20,32.= 36,42 kN
Y, =T (D)= Y, =3,9 kN

S ) v 777" N

6.2. Méthode des déplacements

(a). Systéme initial (h). Systéme -'
6.2.1. Principe de la méthode

La méthode consiste a déterminer les translations (ou les rotations) des nceuds de

la structure. Une fois les translations (ou les rotations) connues, on calcule les

efforts internes (effort normal, effort tranchant et moment fléchissant) en vérifiant le

Notons que le systéme de base obtenu est constitué de barrey o
principe fondamental de la statique PFS. Les étapes de calcul sont :

L
ses deux extrémités encastrées, soit une extrémité encastrée et |'
= on calcule le degré d’hyperstaticité H :

nppuyée ou doublement appuyée (figure 6.9.).

>
N =

on ajoute des liaisons aux nceuds du systéme initial de facon & obtenir un

systeme de base dont les nceuds n’ont aucune possibilité de déplacement
(translation ou rotation), figure 6.8. ;

pour obtenir un systtme équivalent au systéme initial, on applique des

déplacements (X; et X,: inconnus) correspondant aux liaisons ajoutées

(figure 6.8.) ;
~ pour obtenir les inconnues (X; et X,), on vérifie I’équilibre des forces a i b7 e
chaque nceud : (a). Systeéme de base (b). Systeme équivalent
R, = Z des moments réactifs au neeud 1 = 0 [6.10.a]
Figure 6.9. Systéme de base et systéme équivalent
R, = Z des moments réactifs au neeud 2 = 0 [6.10.b]

ssistance des ml
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Al pour une streture & inconnues, le systme d'dquations «'derit ;
(X 15Xy bt H X, 4 Ry = 0

[mX R Xyt X, Ry =0 6.1

nl nm

[Py + R X, ot r X +R =0

Sous la forme condensée :

I
DX 4Ry =0,i=1..,n [6.12.]
Iz

Souy la forme matricielle :
[rifx}=—{R. } [6.13.]

X étant le déplacement inconnu appliqué ;

r; ¢tant la rigidité dans la liaison 7 sous I’action d’un déplacement unitaire selon la

niture de la liaison j, appliqué 2 la liaison j ;

Ky Etant la réaction dans la liaison i sous I’action de la charge appliquée F.

6.2.2. Barres soumises a des charges

Lies diagrammes des moments et des réactions les plus utilisés sont récapitulés

sur les figures 6.10. 4 6.12,

116 | Sysiémes hyperstatiques

)

. 4
X=1
Gk R
-7 > 7
6EI/L l /I/]/\ 2EI/L

4El/L

(a). Cas encastré-encastré

L )
3EI/L? l
I IEI/L?
3EI/L

(b). Cas encastré-articulé

Figure 6.10. Barres soumises & une rotation unitaire
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e T 1 t Wy

qL?24

(a). Cas encastré-encastré
(a). Cas encagstré-encastré

P
N |
\ =
o G L2
=1 1 7

3qL78 h_\
SIS I \I\I\M 3qL/8

9qLY/8

3PL/16 l\[\
11P/16 I Wsmﬁ

5PL/32

(b). Cas encastré-articulé
(b). Cas encastré-articulé

Figure 6.12. Barres soumises & une charge concentrée

Figure 6.11. Barres soumises & une charge uniformément répartie

Systemes hyperstati ques Résistance des matériaux




T T
6.2.3, Application « Etude d'un portique

i 1 i canonigue du systeme ( , th |
ﬂ'ﬂ”x | Ry =0

Caleuler les efforts internes du portique (figure 6.13), par I
déplacements,

pomme des momenty dus a la rotation unltaire

syt

Xe1 X=1 ;lan.m-
7[/5 6 6E1/h "
- * ;6\\;\ 4EI/l
12 # 17 ,2,5 ‘

y ¥ it ; I ki 3EIN
Sk 71 7l
{mJ T -
' 6EI/n’
& ot 7 =7 2El/h

Figure 6.13. Portique soumis & une charge concentrée

Figure 6.15. Diagramme des moments sous la rotation unitaire
Donndes :

QR et F =300 e = e coefficient 7! de I'équation [6.14.] est calculé en faisant Iéquilibre au neeudl

l
dingramme m.
- _\—‘< £§ Fauilibre du neeud
) < A\ f u JEI
I
2 oooag |
4E1/h
K

Figure 6.16. Equilibre du neeud
Figure 6.14. Equivalent du systéme de base
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Pour passer d'un diagramme unitalve my & un diagramme réel My, il faur|

W SEI /Y i a "4 ek 1 il
’il"'"‘,"""f-f;{-ﬂg n .w+ﬂf[?. "']EI"".IO' 1aN

oy valewrs de my par X,. 1
X, x BEIN) = 4,686 daN

X, % (6EI/h?) = 5,2725 daN l
X, % (4EI/h) = 1 406 daN.c

Diagramme des moments sous la charge appliquée P

3P116= 2,812 daNiem X, x GEU)=1406 daN.em " ¢

lp =50 daN Koo

C 9 M] "

% Py et I TR et A ]

- W j ' X, % (6El/h?) = 5,2725 daN

11P/16 = 34,375 daN i SP/16 = 15,625 daN & ) =X, x (2EVh) =703 daN.em
-

5Pl/32 = 2 343,75 daN.cm

Figure 6.18. Diagramme des moments réels

M5
7’ : ; *
Le diagramme final des moments est obtenu par superposition des momei
(a). Diagramme des moments (b). Equilibre au naeud M, aux appuis. Le diagramme ainsi obtenu est : '
1 406 daN.cm ol
Figure 6.17, Diagramme des moments sous la charge concentrée \ 52725 dal )
. daN
1 406 daN.cm I i
Faisons I'équilibre du neeud i,
R+ 16 =0:>R|F=_T6-=-2 812,5 daN.cm i
[M; + Mg] i
Fin substituant les valeurs 7| et R, dans1'équation [6.14.], on obtient : 5,2725 daN
703 daN.cm

o

R
X, =——£=7,03.10" rad

i

gt 34,375 da 4,686 daN

Figure 6.19. Diagramme des moments.

u
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Notons que 1'équilibre dex moments aw ncud st satafalt, figire 6,19, o
Le dingramme final des réactions est ainsl obtenu par superposition des réactions ot
il est donné sur la figure 6.20,
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