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ECOLE HASSANIA DES TRAVAUX PUBLICS -

. Cours: Résistance des matériaux (&dy heures)

Professeur: M. AZMI

OBJECTIFS DU COURS:

A lissue de ce cours, les éléves-ingénieurs doivent &tre capables de comprendre le
fonctionnement mécanique de structures simples et déterminer les actions qui les

de la rigidité et de la stabitité en relation avec les matérianx qui les constltuent Le cours
est illustré de nombreuses applications numériques.

solticitent pour en étudier le dimensionnement ¢t Ja vérification au sens de la résistance, |

PROGRAMME DU COURS:

1. INTRODUCTION

2. CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES DES SECTIONS
3. EFFORT NORMAL -- SYSTEMES RETICULES

4. FLEXION (simple, déviée, composée)

5. EFFORT TRANCHANT - CISAILLEMENT

6, TORSION

7. DEFORMATION DES POUTRES : FLECHES

.}8. FLAMBEMENT

2
L

“** SUPPORTS DU COURS:
4 - Extraits de polycopiés (cours, exercices, tableaux...)
- Transparents

- Travaux pratiques {différés)

MODALITES D'EVALUATION:
- Contrles inopinés %
- Contrbles annoncés ) %
- Devoirs 4 1a maison %

- Assiduité et participation au cours %

Avant-propos:

L'abjectif de ce polycopié de résistance des matériaux est de metire & la disposition
des €léves-ingénienrs un support structuré leur facilitant le suivi et Ja compréhension du cours
en classe. Toutefois celui-ci ne dispense pas d'une assistance et d'une participation active au
cours.

Ces notes de cours n'ont pas encore atteint leur forme définitive, la collaboration de tous est
sollicitée pour apporter les corrections et les compléments nécessaires. Dans cefte édition des
passages sont repris directement de Lefebvre {1992) et Morisset (1985)
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INTRODUCTION
STRUCTURE = Elément essentiel de l'architecture
* protection contre les intempéries
- ‘L'Homme fagonne des matériaux
pour que
structure tienne debout
malgré
attraction terrestre et forces dangereuses

(vent, foudre, feu, séismes..)

Beauté de la construction implique d'autres contraintes 4 supporter

Théories scientifiques inexistantes
- = (?onstm'u'e par intuition et ensuite_ expériences
Bois résiste & Ié traction — éléments horizontaux (cpuvertures).
Bois résiste 4 la compressioﬁ -—>‘élémlents verticaux (piliers)

-, La pierre résiste seulement 4 la compression — éléments verticaux (piliers)

-

Forme de voliite — arc en pietre (compression) — permettre des grands espaces

Avec théories scientifiques 'intuition est toujours présente

—» comprendre pourquoi et comment les forces travaillent dans une structure

FONCTION DE LA STRUCTURE

Structure est construite pour une fonction bien définie

Construction fermée : habitation, travail, regroupement, soins...

Ponts, ascenseurs : relier deux points entre eux

Barrages, murs de souténement : résister a 'action de forces naturelies.

_ Fonction d'une structure
protection totale ou partielle de I'espace contre les intempéries
¥ la structure elle est soumise a des actions diverses
auxquelles eile doit RESISTER
e

Poids propre et surcharges

Action du vent.

Palds proors
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OBJECTIFSDELARDM

Objectif priﬁcipal

Etude du comportement d'é}éments de structures
sollicités par des efforts extérieurs.

RDM consiste 4 déterminer les efforts internes et les contramtes dans un sohde o

soumis a des actlons extérieures

: Probléme:
Trouver la relation entre actions extérieures et contramtcs { déformations

" Toute étude en RDM est effectué afin de:

e soit déterminer la charge admissible d'une structure ¢ad reconnaitre

si cette structure ‘est capable de résister aux efforts extérieurs: clest la

VERIFICATION ou _'L‘ANALYSE

¢ soit dimensionner une structure pour resxster avec secunte aux

charges prévues: c est la CONCEPTION

La RIDM est un domainc complexe car les facteurs intervenants dans le
comportement des éléments 4 étudier sont nombreux et variés.

* nature et comportement des matériaux

e charges (statiques, dynamiques, thermiques...);

(concentrées,
réparties, uniaxiales; biaxiales...) ‘ :

¢ types d'éléments (barres, poutres, pIaciues, coques, tubes...)

Mais la complexité est simplifiée par les hypothéses qui accompagnent

I'étude de la RDM

Objectif général

Calculer en s'appuyant sur les lois de I'équilibre et les lois de
comportement des matériaux,
les contraintes et les déformations dans des éléments structuraux
rencontrés en génie civil soumis a des
efforts axiaux, efforts tranchants
moments {léchissants, moments de torsion

Objectifs spécifiques

En examinant une structure on devra se poser quelques questions et
étre capable dy repondre ‘

e Commcnt peut-on représenter ‘schématiquem'ent la structure étudide?

s Quelles sont les charges et les forces qui agissent sur la structure, comment les
‘représente - on? Et comment se transmettent-elles 4 travers toute la structure?-
+ Comment la structure résiste-elle et pourquoi? '

- » Comment la structure se déforme-clle sous le chargement?
-+ Comment ¢t pourguoi peut-elle se rompre quels sont les éléments les plus

. sollicités de la structure?
+ Est-elle sécuritaire?...

Ala ﬁn_ de ce cours I'étudiant(e) devra étre capablc.dc:

» coinaitre les concepts de charge, force, moment, inertie, corps déformable

s Calculer les centroides et les moments d'inertie de surfaces quelconques

* Appliquer les principes fondamentaux de I'équilibre des corps solides pour
déterminer les cfforts inconnus dans des systémes isostatiques simples:
(réactions anx appuls efforts internes dans une section donnée (N V.M, T)

. Determmcr les contraintes et les déformations en des points caractéristiques
d'une structure sollicitée en traction, compression, torsion et flexion

¢ Connaitre les relations entre les charges appliquées, I'effort tranchant et le
moment fléchissant.

o Tracer les diagrammes de N, V, M et T et mtelpréter ces dlagrammes

¢ Calculer la déformée des poutres simples.

. Compncndlc le concept de stabilité des colonncs en compressnon et calculer la
charge critique de ﬂambemcnt



¢ La déformation longitudinale (linéaire) ¢ qui est un allongement ou un rétrécissement

par unité de longueur.
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i
* facette dA i
Fig. 1.1 Concept de contrainte, i

Sur toute facette dA d*une coupe nait une force de surface ?appelée- vecteur contrainte qui -
admet une composante normale & la facette o appelée contrainte normale et une composante

' tangentielle 1 appelée contrainte tangenticlle. Ces contraintes sont des forces par vnité de -

surface et il est préférable de les remptacer par des forces en les muitipliant par des aires,
Force normale : N = a dA e : :
Force tangente : V=t dA

Application aux poutres :

. Fig. 1.2 Conlrainkes s la section droile d'une poutee. |

La projection des contmintes g et t suivant Je répére (x,y, z) donne les composantes

suivantes : Ox txy To. ) .
Par le principe d*équivalence ces contraintes se réduisent en des efforts intérienrs concentrés
au point O qui sont N, Vy, Vo, T (=M,), M, et M. Si A désigne I'aire de Ia section droite de la
poutre, ces efforis intérieurs sont reliés aux contraintes par les égalités suivantes :

N=Jyo0.dA {effort normal)
V, =1 1y dA (effort tranchant suivant y)
V.=t dA (effort tranchant suivant z)

T =-AtyzdA+ fa T ydA  (moment de torsion)
M,=[yo.2dA : (momént de flexion suivant y) .

Mz=la o, ydA (moment de flexion suivant z)
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{l Equations d'équilibre (systémes isostatiques}) :

Dans un systéme d'axes li€ a {a section:

F, effort tranchant : M, moment de flexion

'fu ={ I, effort tranchant T\.flR =4 M, moment de flexion

¥

T, effort normal ' | M, moment de torsion

Coirs RDM - Principes généraux - : . 2




Exercices

1. Un tube coudé dans le plan vertical {y,z} est soumis & I’action de deux forces paralléles &
“x. Déterminer les facteurs de forces au point O. (Figure 1). :

2, Un suppoﬁ métallique est chargé par deux forces Q, et Q;, La force Q, agit 4 30° dans un
plan paralléle & (y,z). Déterminer les facteurs de forces au point O, (Figure 2).

S . _ ‘ _ . 3. Surun éontrefort tfapézo'idal plan en béton armé, de 1 m'd’épaisseur, agissent frois actions
g zone comprimée . o ‘ : ) .. q,Qetle poids propre (voir figure 3). Trouver les composantes de la force résultante de ce
Tonc lcnduc - o . ;

systéme plan de forces. X\Q;B“ = A5 kN

4. 1’axe d’un moteur est soumis 4 une force axiale de 600 N et 4 un couple de 125 N.m. Le
. : moteur d’une masse de 75 kg, est monté sur un support fixé en O. Le centre de masse du -
' * moteur est dans le plan vertical (y,z). Le support est un profilé en acier de 70 cm de long
et de 800 N de poids. Déterminer les facteurs de forces au point Q, (Figure 4),

5. Sur la manivelle d’un treuil s’exerce la force verticale =500 N. Le tambour a un diamétre
de 16 cm. Sur le céble situé 4 10 cm du plan (x,z) agit une force de traction T paralléte 4 x.
Les paliers A et B ne peuvent exercer que des forces situées dans des plans verticaux
paraligles 4 (x,2). Le treuil étant en équilibre, calculer 1a force T et les composantes des
forces exercées aux paliers (réactions). (Figure 5),




% COMPLEMENTS w

Equilibre statique global

Ori utilise souvent le poids propre des constructions pour assurer leur stabilité globale sur leucs appuis; .
cela permet [réquemment de simplifier, voire d'éviter, des appareils d’appui toujours codicux, En fait,
si Pappui est, dans sa réalisation, unilaléral, le rdle du poids propre est de le rendre bilntéral, s'il 'y a pas
de blocage, le poids prapre doit le créer. '

Considérons le cas d'un mur de briques posé sur un sol en béion {fig. a). Ce mur n'est appuyé
que dans le sens verlical descenduant; sucun appui conire la translation horizontale, la trunslation
verticale ascendanle ou la rotation m'est préva, parce que be poids propre inévitable du mur devrait
garantir que cés déplacements rigides ne se produiront pas. li est donc esseatiel de vérifier I'équilibre
limite pour s'assurer qu'il en est bien ainsi. : - .

Si ka sécurité de I'équilibre limite est garantie, on dit, en termes d'ingénieur, que "dquilibre statigue
global est assuré. 7 ) - ) :

o N ' ) ’ o . Examinons lz cas de charge du vent. Les déplacements possibles sonl une translation horizontale et
7 H 4 C ' : ' ’ - ‘ ' une rotation globale (fig. =~ b,e). Pour une tranche de mur de | m. on calcule aistment le poids du mur,
G=19,2 kN, et la poussée du vent, H=2,4 kN. )

¢ = 500 kNfm

{ = 40cm i
!’_‘I poids volumique 16 kMN/m? ~
-

-

o/ ///X/!/-/LL/

(2) ) d}

Equilibre statique global: {a) données; {b] glissement; (c) nﬁvcrsement; (d) schéma imique du mur s l'éq;n'lihre limile est
. satisfmit.

Le mur peut glisser horizontalement, les seules focces qui interviennent pour cetle vérification
(fig. b) sont Fypuq=r H=24 kN et F,,=pP=596kN (avec, ici, P=G, ol P est la réaclion du sol);
on en tite ¥,.0=9,6/2,4=4 ¢t )l 0’y a donc aucun risque de glissement. .
Le mur peut se renverser en tournant autour de U'ardte A; on doit done prendre les moments par
rapporl au point A et les seules forces H et G qui entrent en jeu (fig. ‘c) permettent de calculer
- M= Hh=36kN-met M, =0tj2=384 XN - m; d’oii y,,,=3,84/3,6 = 1,07 et la sécurité i la rota-
tion est trop faible. ’ :

Remargue '

Les effets stabilisants ne se manifestent qu'au moment ou la structure va se melire & mouvement,
. ) . : ) 4 I'équilibre limite; ils n'interviennent donc que pour cette vérification particuliére. Une fois Péquilibre
- _statique global garanti, la structure se calcule de maniére usuelle; par exemple, le mur précédent est

assimilable & une poutre encastrée & sa base (fig. d).

Coefficiznts de frottement statique.

. . Métal sur métal p = 0,3 Meétal sur pierrs 0 = 0.5

) ’ . i . Pierre sur pierre 0,5 Métal sur bois 0.4
. . : Bois sur bois - 0.4 Picere sur lerre 0,6

Acier sur téflon © 0,03 .

Cours RDM - Princi)




TYPES VQE [[d[ﬁls ON
(APPUILS)

Un corps en équilibre est lié au monde exterieur par des appuis

Al_)_ . . ] ]o [ _ I ]

Cours RDM - Principes généraux




barrage

. ©Mur - . Pression d'tau . Matidre ¥

dF = p dv ’ dF o pgh dA dF = pg ¥ c
P = poids par miire (N/m) . . pRh = pression (Nim) pg = poids volumique (N/m*) i
dx = Elément de longueur . dd = Elément d'aire . dF = Elément de volume i
Forces réparties (dF = fosce 8¢ ire; p = masse volumiqus; g = accéléralion de la pesanteur), J

i

1
. . X .
n=v=w=sf=0=08=20 .
‘ ) . . ) ) ) _ _ " La surface § coupe deux fois la matiéee.
i RECARITULATIF

Rouleau ‘ Articulation . Encastrement

etapad

Conditions d’uppui isostatiques (¢as plan). |

B

HGrandcur u# 0 |vo =0 |80 u=0 | =0 020 |lu=0{p=0 =20 [ \
cinématique i I
Srandeur A, =0 A, £ 0| M=0A #0{A 20| M=0[A,#0/Ad 20 M%0 | i
Tslatique ' | I

i Conditions d'appui hyperstatiques il:l! plan).

. Mécanisme plan hypersiatigue dans ses #ppuis.
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1/ PRINCIPE DES DIMENSIONS IN!TIALES

Détermination des efforts. © ©@®% * Caractéristiques géométriques i I'état final

- ©  SIMPLIFICATION: les € étant faibles on les néglige
= on admet la conservation des dimensions mmales ©

poids de
Ia lanype

L

o teanslation ' ' A '
- I B
L ] LY |
4 . ' ‘ . ‘
) S C
. ! - . :

-
m
=

@: petite rolation d ensembie

2/ PRINCIPE DE SUPERPOSITION:

_L'effet produit par plusieurs forces agissant simultanement
= X effets produits par chacune des forces supposée agir seule

Ex@lmlls&; :

nmgc '

@D%

-~ poids - poids :
. propre = piopre

- Cours RDM - Principes généraux .




- 3 PRINCIPE DE SAINT VENANT

A condition de se placer suffisament loin de la zone d'application des forces
extérieures, les effets (g, o, Fj, Mj, uj,...) ne sont pas medifiés quand le systéme est
- rgmplacé par un autre qui lui est équivalent,

:

P

@l

@ o = 0.9730,,
O e = 10270,

n) Trajecloires

TTIY T
[] 1 1
1 1 -,
S ,
- __'_'__, T r— lmj:clnil':sdcrm;upression- ’
X a ——— uajecloires de iraction
.
oy "
b)'Dispusilion de 'annature ]
v - o 7
S }
:
. I ®
L .
=07h
. %b :
{ T ovin
1
A= J
. _i‘
Tave =4
T inux
Toain = 0 6680’ l“i“ =0 1980 '
=9 5750’

T = 1.38701.,“

ma't

CONCENTRATION DE CONTRAINTES

/ Umnx

3 1
% = Tve .

3.0 T T T T T T T T T
2.8 Ay . . -
2.6 Y -
2.4 \\ : C -
_.Circular Hole
2.2 ¥ =
2.0 \\& Fillets
: -Dfd = 2.0} -
1.8 AR Did =15
16 M ‘\L Dld = 1.25
: . Lpid =11
1.4 — — '
) — [T
[——
1.2
1.0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 - 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 ;
‘ .r"_d .
Cours RDM - Principes généraux 10



. Examinons le eas d'une plague mince infinimeént grande comportant un petit trou cir-
. culaire. La plaque est sollicitée par une tension uniaxiale T dans son plan, Déterminar -
Vétat de conbrainte su voisinage du frou. Négliger les forces 4 distance.

Fig. 11}

La Fig. 19-11 représenie v plague dans ke systéme de roovdonntes polaires dont Vorigine est su
¢entee du pelil trow de rayon a. Essyons une foncilon de contidinie d*Airy de ls forme :

_ T . -yt —aljt . . o
+ = :[rl 2atIn ¢ = :Dl?l] o

On vérifie facilement que cefte fonction satisfait réeliement I'équation (4} du Probléme 19,10,
Elle peut donc servir comme fonction de contrainte d'Airy § condition de satisfaire les conditions
sux limites du probiéme, i) faut s¢ souvenir que les conditions d'équilibre sont automatiquement -
satisfaites par les contraintes impliquies par I'fquation (I}, puisque V'équation bi-harmonique est
satisfaite par ¢, - . [ - : ]

Dans e Probléme lQ.l!r, on a1 trouvé :

i, 1w _ T at tat | dat
o =Ty thawm = i[l‘rzf (“7*7)"”2‘] .
Coge _ L a oy : :
0 = 53 < E[1+;—z+ (1+3;I)coszlj| )
T o= LAfvey T pa? _ gl : - Y
™o~ ar\r 3!) T2 (+1+ rt [ sin 2¢ - ®

En ce qui conceme les conditions aux limites, nous davons évaluer Jes contraintes 4 1a fois en
bordure du trou et en un emplacement éloigné du trou. Au trou (7 = g}, les équations (J) et (4) -

. montrent que o, ainsi gue T,, disparaissent comme il se doit, puisque 11 frontidre du trou ne sup- -

porte awcune charge en surface. En un point loigné du trou, c'est-i-dire pourr -+ =, les équations

ci-dessus donnent 1'dtat de contrainte suivani ; :

o = L0l cosze} ' )
o = %(1 + cos 24) S ) o &
s = + %sin @ . : "

En comparant avee les résultats du Probléme 7.1, on voit que les dquatiens (5}, (6} et (7) ct;nespon-

dent au cas de tension uniaxiale. Il est clair gue ceci deyrait Btre le cas en tout peint situé 3 une
grande distance du petit trou. Les conditions sux limites sont-donc satisfaites par la fonction de
contrainte. - - - e .

La caractéristique [a plus intéressante de ce probléme réside dans l'4valuation de l2 contrainte
tangentielle pour @ = ¢ et § = 7, pour r = a, & savoir pour un élément du bord du trou. La contrainte
tangentielle sur un tet éiément est naturellement en direction de 1a charge de tension appliquée. D'aprés
I'équation (3), cette conirainte est : . ; -

r : T
[c.]n_. = 5[1 +1+1+3){1)) = 37T - (8)

=0,

Un petit trou dans une plague en tension uniaxisle donne donc naissance & une contrainte normiale © "
maximale triple de celle qui existerait en absence de trou. C'est i un bon exemple de concentration

| NOTIONS DE sécumﬂi:]
Autrefois on fabriquait de fagon empirique

pdur fabriquer une piéce on se referait 4 la conceplion
~des pitoes qui ont fait leurs preuves

“et pour les pi¢ces originales ?
critéres scientifiques!

- On &orit que les contraintes maximales (élastiques) dévclo’pPées enun
‘point queloconque de la piéce sous la sollicitation la plus défavorable

. doivent rester inferieures 4 une contrainte admissible O

O étant une fraction de la limite élastique
(ou la contrainte 2 la rupture)
—- O )
G=—% ou ——

K
K>1 est le.coef. de séourité (facteur d'ignorance)

K permet de parer aux incertitudes inhérentf.s. a:

. la détermination des prop riétes des matériaux

. aux méthodes de caloul ' '

. aux erreurs humaines

. aux chargements imprévus que pourrait subir la pisce
ultéricurement

INCONVENIENTS: - : :

e

METHODE DETERMINISTE ET ARBITRAIRE! ——————
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~ fréquence

| APPROCHE PROBABILISTE =

La notion de facteur de séourité se prétc bien”
4 la formulation statistique et s'apparente 4 la notion de -

PROBABILITE DE DEFAILLANCE |

S.rbS .

| o E \S c!h_s}nbuh'w = Q:xfﬁ. ;
: 7 ‘ o \'\ﬂdaw\l'u
) ‘ ’ SN-&S
R e-w)
T
- e T
/[\ . 5\
n{aufi.nne.. S : | Sollicitation
L AS L AS

lorsque AS 3 fois écart tvpe la probabmte que Ia valeur de la
sollicitation se situe & l'mtencur des ces limites est de 99,73 %

AS = ACQ L, P G‘Z 7.
AS= 3G€ —» Pr= 45,67

| Pr clR.b d;ﬁecl:upﬂh.s

o .
frequence

Sollicitation ou Résistance

e fait que le facteur de sécurité K est > 1
ne garantie pas I'absence de defalllanoc

pdur un facteur de sécurité donné, la probabilité de défaillance
diminue lorsqu'on resserre les limites AS et AR

= lprsqu;on:dilninﬁc AS et AR on peut réduire K
( _ - _ pour la méme probabilité de défaillance
24 , ‘ = ECONOMIE



' DUR REDUIRE AS: :
Caleuls plus raffinés ou méthodes simplifi¢es éprouvées
Egsais sur prototypes ’

~ Contréle des charges effectives

* OUR RENDUIRE AR:
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CARACTERISTIQUES GEOMETRIQUES DES SECTIONS

Les caractéristiques géométriques sont d'une grande utilité en RDM pour I'étude
détaillée des différentes sollicitations:
+ indiquent comment une section est répartie autour d'un pomt ou un axe
% déterminer la distribution des forces internes & l'intérieur d'une section

1) Moments statiques: (moment du 1°¥_ordre)

y 1

section A

o =
Par définition, le moment statique de la section A par rapport aux axes X et y est
_. donnée par:

.

* par rapport 4 l'axe ox:

= JLydxdy

En coordonnées polaires:

Sy = J[,rsin0rdrdo

-

* par rapport a l'axe oy:

8y = | ijdxdy

En coordonnées polaires

et

— 8, =J[ rcosordrdd

Cours RDM - Caractéristiques géometrigues (K. Lahlou & M. Azmi)

e

1.1) Effet d'une translation d'axes

Y1

) section A
YI ' !

On suppose que Syjet Sy sont connues et que O3(a,b) / Oyt

Donc:
W hE

Sz=IjA(x1—a)dAf=Sy]—aA S S -

e

Sy, = [, (71 ~b)dA=S, —bA

11 est possible de choisir a et b tel que Syp et Syz soient nuls, a et b sont alors fes
coordonnées du centre de gravité de la section A et sont données par:

-_N
A=A
Sy,

b=7"

De fagon générale les coordonnées du centre de gravité d'une section quelconque
sont données par:

Sy _ [, xdxdy

Ko = _UAdxdy
v -Sx_ Jhydxdy
67 A JL dxdy

Couss RDM - Caractéristiques géometrigues (K. Lahlou & M, Azmi)
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" Remarques:
- §i un corps a un axe de symétrie, le centre de gravité est sur cet axe;
- Siun corps a deux axes de symétrie, le centre de gravité est 4 l'intersection des
axes;

- Sl un corps a un centre de syrnétne le centre de gravité est le centre de syméme.

1.2) Seeti i

So1t un corps composé de pluswurs sections Aj de centre de grav1te comnu Gj, les

. coordonnees du centre de gravité global sont dctcrmmees par:

) X :SY _ ZXG
ZA
Y SX ZyG,

YA

Cours RDM - Caraciéristiques géometrigues (K. Lahlou & M. Azmi)

o

section A

Par définition ie moment d'inertie de la section A est donné par:

* Par rapport & 'axe ox:

= [[,y* dxdy

En coordonnées polaires:
= ﬂ;\ (rsin6)’rdrde
* Par rapport a l'axe oy:
- 2
= JL x“ dxdy |
En coordonnées polaires:
= HA (r 0059)2r drdé
On définit également le produit d'inertie par rapport au systéme d'axes Oxy par:
= [[, xydxdy= [[, r* cosBsinBrdr do
A A .

Remarque: Iy et Iy sont toujours positifs alors qﬁe Iny peut étre _négatif suivant la
position de A par rapport & Oxy.

Cours RDM - Caractéristiques géometriques (K. Lahlou & M. Azmi) 4




Yz

section A

1, = J[,y.2dA= [, () ~b)dA
= HAy,sz— {[, 2by;dA + jjAbsz |
=1, —2bS, +b’A

-— De méme:

. Cgs particuliers: Lorsque Oyxj , O1y] sont des axes centraux {c.a.d. passent par

_ 2
I_\,2 ““IY: —2383,, +a“A

pour le produit d'inertie

Loy, = HA X¥2dA = HA (Xl - aX}’lv— b}A |

=Ty, ~ S DSy, +abA

le centre de gravité):
Sx1 = Sy;j=0Oeta=Xget b= Y on aboutit aux formules de STEINER:

-

Ty, = le* YA

—

Remarque: Les deux premiéres formules montrent que:

_Ix2 Z_IGxV_‘

I)’z = loy

23: Secti ‘. ' ‘;7 ;o

Ix=Slx, = E(IXG; + Yczi;Ai)

Iy= Zly,= z(IyGi * X%’iAi)
e

—_—

v

Disposition pratique des calculs; exemple pour un seul axe

Ne | Section Ay Yai

Sxi

d=Ygi.Yg | Aidi2 | Iy
o)
)
®
@
® o
Vg = S_! A Sy A diz
A

Zly;

Cours RDM - Caractéristiques géometriques (K. Lablou & M. Azmi)

Cours RDM - Caractéristiques géometrigues (K. Lahlou & M. Azmi)




section A

YL

/

_ Soit P de coordonnées (u,v) telles que: '

p u= xcoso+ysino
Vv = —XSino +ycoso

On suppose connues Iy, Ty, Ixy
Il s'agit de déterminer Iy, Iy, Iyy

- -

1.= jL vidA = ”A (y cos o — xsin u)sz

: 2 . ‘2
— I, =l cos” o~ I, sin2c+X, sin” o

De méme on trouve
' 2 < : 2
I, =1, cos” a + I, sin2a + I sin”a

I,.=1 cos"a-f-x—_l{sinZa
uy Xy “ 3

~ Remarque;

I% = ”A r2dA = moment d' inertie polaire/ O

Cours RDM - Caractéristiques géomerriques (K. Lahlon & M. Azmi)

e

7 - . 'i "
On cherche pour quelle valeur de o, I et Iy sont optimales. Il suffit d'écrire que:

dt 2,

=I,,=0

‘Les valeurs de o ainsi déterminées définissent deux axes pricipaux d'inertie de la

section (axes orthogonaux). Les valeurs des moments d'inertie optimaux dits
principaux, par rapport 4 ces deux axes sont obtenues en remplagant o par op dans
les expressions de I, et de Iy ¢ ' :

Remargue: Un axe de symétrie est toujours un axe central et principal d'inértie

Probléme: Par rapport 3 quel axe, I est maximal ou minimal?
Soit la section (A) rapportée i ses axes centraux principaux {(u,v)
ets0it 0<a<n/2= sin2a>0

v

. +
. section A
> U

D'aprés les formules de transformation:

: I, -1

hd u .z
I, =k, cos2a - = —sin 2a
=1, .

I,=—t—Ysin2a

; 2
Cours RDM - Caractéristiques géomerriques (K. Lahlou & M. Azni) 8
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3 1_ Lot de Hooke

vl.

Const intc-déf .

Lorsquen soumet uwnc  éprouveite & une force de  traction

progressive, I'éprouvetie s'allonge, puis se’ rompL Les contraintes &t les
déformations saivent une courbe appelée: "courbe contrainie-déformation”
R qui comprend: ‘

- une panie proponionnelle 0A, sur laquelle z et o suivent la
relation: o = Ee

Si on reliche la force, I'éprouvetie reprend sa forme iniiale, . c'est
le comporicment €lastique, La contrainte dg €0 A esl appelée

limite élastique om contrainte ' €lastique ou limite déconlement. . E
est le module d'élasticité exprimé en MPa. Convemidnncllemqm-
la valeur de la limite éElastique oo est ‘¢valuée lorsque la
déformation résiduelle aprés retichement de 1a force est égale &
02%. ' '

- ube pamic plastigue ABC. Le point' B correspond 2 la contrainte
de tension ulime gy, et le point € correspond 3 la raprore. S on

reldche 1a force entre A ¢t B, le relichement est élastique et une
. " déformation plastique ep reste de fagon permancnte. La striction
se¢ produit juste aprés le point B.

Les principates propriélds mécaniques des malériaux  sont:
go : limite élastique & 0,2% de la déformation résiduelle (MPa)

MNotdos que la conlrainte réelle est donnée par @ = F/A, la section A -
— est varable. Elle diminue lorsque Ja déformation augmente. A pantif de la " e
‘ " ¢fo £ P e : déformation i la limite £lastique (%)
striction, la séction diminue rapidement et la contrainte augmente . - ) !
contipuellement. ~ La courbe contrainte-déformation  viaie est donc différcnte

de la courbe contrainte-déformation conventionnelle.

E : module é€lastique (MPa)
gy : contrainie uitime (MPa)
F o S Ay : gcction initiale (mm2)

l . : Af : section finale (mm?)

o F tF [ J : . ar : comrainte 3 la rupture (MPa)
L ]
o

- T |-- e : déformation & Ta ruplure (%)
_ A 3 RA : (Ag- AffAy : réduction de section
ALL : (Lf-La). : allongement 3 12 rupture

Un matériau est:
- fragile si g est petit

- ductile si tp est grand
. résistant si og est grand

— ‘ - rigide si E est grand




s cEM

-Q‘

Les matériaux 1, 2, 3, 4, § ayant les courbes o-¢ monirées sont lels quer

1-
2-
3-
4-
5-

"En

rigide, résistant, fragile

rigide, résistant, ductile

assez rigide, moyennement  résistant, ductile (acier)

peu rigide, peu résistant, ductile (aluminium)

trés peu rigide, Lrés - peu. résistant,

résistance des matdriaix c¢lasgique, les matériaux sont wtilisés

ductile

dans 1c domainc élastique, donc les ‘déformations sont petites, il n'y. 2 pas de

déformation permanente et o ct e sont proportonnelles: o = Ez

Quelques valeurs caractéristiques de E ct ag;

fibre de carbone

Remarque

béton - 203

beis de construction

2 (coefficiant. do Poisson)
Lorsquun  élément  s'allenge
dans une direction x d'upe

valeur Ax = exLy sous leifet

d'une force F, il se réwéeit dans

Jes deux autres directions avec

des valeurs:

Ay = - vegLy et Az = -vegly

ol v est le coefficient de Poisson

compris entre 0,20 ‘et 0,40 pour

la plupant des matériaux.

_"3"

10 4 20

oo (MPa) "E (MPa) -

acier de consirugtion . 300 .200 000
acier’ trempé 700 & 1000 200 000
titane sp0 - . 110 000
cuivre 55 110 000
sluminium 70 * 70,000
duraluminium 350 - 75 000

fibre de verre 1500 & 2500 "5 000 -

2000 A 3000 180 2 250 000 _
30 000 (environ)
10000 {(environm}:

100 (comp.)

- E
J
J
£

EEEL TS ALELY
|
l
1
|
!
>

.y

e e -

QA,Dlagramnie des efforts mnormaux N -

Le diagramme des efforts normaux est obienu ¢n ulilis.an.t ia méthode

des seclions.et en faisant 1'équilibre de chaque élément.

coupe entte chaque force appliguée.

I. Force

It s'agit de faire une

ncentrée
3 so%iu 1 L? L e iobe 2
g ] } :..z_o.g."‘ }— 3o 'Lnl
3 i . % ™
4 @ o O e @
3 13 LTy
3 ol 2ol , I ’t:}_*
é . h | 1o o 30
: 4y 0 & @ ®
®. @
Yo A
(o 3o B
* B 1o N
o
E e 1I:_F pani
L ies 28 & L P‘\.Qgpt‘_
1] Mypeug)

L3 )

l A
P p

P

W(x) = pgA (L-x) et N(x) = P + pgA (L-x)
pour x =L, Ny =Petpourx =0, Ng = P+ pgAL

9.3 Contraintes dues aux “efforts normaux

Mawure  des contraintes

Un effort normal (ou axial) est un effort perpendiculaire  (ow

normal) & upe scction donnée qui passe par le centrc de- gravité de la section

considérée, P est effort axial pour fa section 1 mais non pour la section 2,

z

: ’—l: z

P
-
Un cffort axial produit:

- des contraintes

normales
Pb\{o%xiiudﬂml*a.

M- R
e

a

-

L

—{

= PfA dans les sections




3.4 Déformation d'une membruce sous sqn_progre paids
L'allongement ca un point queiconque d'unc rmembrure soumise i

2 ADéformations dues aux efforts normaux son poids propre esu

. . . X pix)y dx
) . d = il e P(O=pg V¥
i - ‘ ] A(%) | AGE avec P(x) =pg Vi) |
D'aprés la loi de Hooke: 2 = ax/E avec tg = AL/L et ay = P/A, il vient: )  Appliquons cect au cas d'une plaquc iriangulaire. L'allongement
Al = PL ‘ h e [ P dun €lément de plaque d'épaisscur t et de longueur dx est:
AE ‘ T r— . f=e_dx= Nxdx
L'altongement d'un petit élément de longueur dx est: f. — 1 _ o o .. - |’ . * AME
- Pdx . A -4 . - . .
= e . : ' : . dx AL aves A(x)=—(L x) 5
Pour chaque petit élément de longueur dx, on a; ' et Wix)=pg —(L -I)
5= N(x}dx
A(x)E(x) _ __““F“‘#d‘
N{x} est I'effort interne variable, A{x) est Ia scclion variable et E(x) L'“""“S‘;“““ a: point B est: wii)
est le module d'élasticité variable. E peut étre varable par intervalle, mais il AlX) = %L(%-—é . R
_est le plus somvent constant, Pour l'élément montré, on a les efforts normaux ° : w(;)._‘:_‘_:[Lj)m
- i ivan L ] . et Pallongement total est: Lz
et des déformarions suivantes: . { : L pebt ‘
‘a) Diagramme des cffonls normaux . R S ‘ aL-J'LN(’)d’=.L LS~ {L- 2 ax
o E"t n'I.b‘) o . ‘ B . - o AR E Ed b (L-=x}
E, A P IGty L . . i ‘ A
cr=Cl [N ES S | o it o
13 - ‘—45.—‘ e | B8 [ [esr g ] psl
x L L Hyaf, 1 g bR | &2 \ soit AL = -2 L (L -x)dx " 3F 3 aE
' R-Pa r——lr. '
- . % L+ Excmple (daih tn tascied)
) } . Tracez les diagrammes de N(x), o(x} et Alx) deceeeredtn Py
b) Allongement ‘ - : o ' pour la tige montréc soumise 3 son prapre poids et . ladm @y
. ‘allongement dun €lément dc longueur dxest: ' aux forces donndes, avec: - [}
PI-P fdx . ‘ 1— iy
5= —I—Aé—“‘ ' ) : A = 100 mm2 '03.\4 v
11 - = !
Le déplacemcnl dun pomt situé & une dlsum:c x du poml A est E 100 000 MPa o4 @
dx = 2040 kg/m3 = 2040 x 109 kg/mm? A Ll e

ABI

Le déplaccment du (%oml B east L
J=aL +j 1 z) * (P\_Pz) 1
AIEI .
+ Sur BCle déplacement d'un point ‘situé 3 une distance x du

point B est x P dx

= AL ——
ALBC st A (x)E.
v SurCDle dépiacgmgm d'un point situé emre C et D esk:
AL =ﬁl.. + = E
Lo T
te déplacement Ldu-%olinl D esi: p]Ls
ALD=M'C+L A3E3=_ALC+A E
Donc l'allnngcmcit muﬂ de I'élément est:
AL = 1 Fa) 1+I2 s L3
D E
AE o A OB, AR,

-

(thf\. Seflukion pog Y ) o LDB“

3. Contraintes et déformations dues 3 une varistion de
température uniforme
34. Déformation libre
Une variation de température uniforme
dans un élément produit des défdrmations idcatiques

dans toutes les directions (dilatatien):
t =g 3 ey =2y = adT, Yey = Yyz = Y2z = 0 €t

des contraintes nalles: Ox = Oy W0z = Txy = Txz= Tzy = O
Si a est le coefficient de dilatation thermique, la
variation de longueur cst donc:

AL =ggxL =a+AT-L

— 6=
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3 4.Déformation _empichés
Examinons le¢ probléme suivant,. dans lequel une barre est .soumise ¥
une augmeotation de température AT. Jusqu.'i ce que la barre touche le mur de

droite, il n'y a3 aucun effont dans la b‘:rre.“ Si la- température continuait & - -
augmenter, la barre aurait tendance 3 s'allonger d'une longueur AL = cATL, '
mais le mur empéche ceitte déformation- en créamt une force de compression -

dans la barre,

§ il ISR
e 4 4 —£ -
4 3 AT, 3 AT ' E -
: = . 9 i ¥
z . ; 3 - 2
l L |f’ S L ‘ : L l ‘
‘ R 1 T o o RS -
Positi initial " Pasiti R :diai. Pasiti final
AT =0 ' aT1>0 : AT > AT,
AL =0 ‘ MLp=aATih ol =8 _ _
a=0 '_ a=0 os0 | ] -
[ )
La figure montre la décomposition de toutes les déformations: - . SR
L Li 4
E R B
E 1 Eal

] 3 L ‘
Rag AL pns
- £ A ALTWP

L'égalitd eptre les déformations donne:

FL -

AE C -
5 et ATy, on peut calculer la force de c0mprcssmn F

& = ALTemp - ALforce = @AToL -
Connaissant

produite ainsi que la contrainte .dans le matériau.

7.

Les coniraintes S§Onl:

2
i,

000 _  1nn ‘;,_l;____
2 __10000__150MPa et o = 160

‘.
i ST -5 <
L:a allongemcms ou réuécnssemenu sont:
N=x ' N L o - e
a =L Ans AlEl - 10000 x 400 -0, 4mm (rétrécissement)
AP 100x 10 )
- . . N X ’ i -3
2 10000 - 10000x
= 20,4 $ ——— -'0.4 +10 X
Am AB+ AE 0,4+ =

. 100x 10
quand x = 600 mm, Ag=- 0,4 + 0.6 =02 mm

A Ty e .
=l@ . - - —_——
N‘ 19 1o 1'° : _o.\l
® , —toba N
—gj N N
: -I-Io{'nl ' :
° Lm N o looMk oL mm
2- No.a dis au poids )
Le poids de la tige est: s s -
W(x)-pgA(L )= 2040 + 9,81+ 100 (1000 ) + 10~ =2x10 " (1000 - %)

Les contraintes sont lclles que

’ . N 2 -5
N{x) = W(x)=2x 10‘3 (1000-x), soit o(x}= f: =210 (1000.— x)
Ne=0
NAﬁlN
Lcs allongements som tels que:
-3
-1
f N(")d" - [ 2210 000~ x)dx=2 x10 [wom-u-]‘

o 100x 10
Ap=0

soit g =0
soit 0o =2 % 102 MPa = 2 x 10* Pa

Peur x = 0,

_ ) _
=10 S -10 6 -4
Pour x = 100 fm A =2+10 [woo-muo-l‘lgo—]-m 210 =10 mm

Vi s Pl

. " ' Nl'i)-&\.ﬂ(';) A N 2xm* By _ ' :
dx Jd s Yotdmm . V . V b
'JL- g . _u%ﬂ ; “ ‘ i o A Jo=Ymim
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SNSTEMES

_ Calcul des treillls plans

Les treillis {(ou fermes) sont des structures composées de membrures droites
joinles 3 leurs extrémités afin de former des structures rigides {ponts, gfues, .poutrcs.
fermes,...). ) )

Les joints peuvent &ire formés de ua ou plusicurs boulons ou &ire soudés.
Néanmoins, quellc que soit la nature’ du joint, 1l sera towjours schématisé par uie
rotule dans le plan (2 forces inconnues Ay et Ayl '

. L'élément de base du rreillis cstle trlangle. gar il forme une structurs
stable cn elle-méme. Quatrc barres o¢ {orment en *énéral pas une Structure stable, il

faut cn ajouter'nue cinquizme pour former deux triangles.

Les barres d'un  treillls peuvent Etre de section ronde, carr§g,_

rectangulaire, en I, en T, des comidres, ou des doubles cornidres. - Les treillis for;i;gé;
de comnitres sont les plus courants dans les consu'ubnons '
Le bur du grefiliy . st de concentrer 1a ‘masse des malémux le plus loin

possible de . I'axe passant par lc centre de gravité de la section du uellhf—

L'expérience pratique montre . que plus la section d'une poutre cst haute, moms elie se
déforme par flexion sous l'effet des charges. Le calcul optimal d'une poutre est donc
d'avoir unc section haute, avec des . masses ¢ plus éloignecs possible du centre de

gravité; ce que permet le treillis.

. aphek debouly 23 '
‘ Jl.

Chapie 11 (S. R)
"F,
s

e:Honte i ’
_5*4' *5"'3:‘ * Sadion da bl
SocHons da wl’-d.

1. Les éléments ne somt soumis qu'h la traction ou la comprcssio;n.

2- Les membrures sont droites entre 2 noeuds (joints),

3. Les 2 forces dans une barre isolée oot la méme direction que Ia bamre
et sont égalcs, opposées et éolinénircs.

4- L'effort est le méme en toute section d'une membrurc.

5- Le¢ poids des membrures cst négligeable (sauf indication contraire}.

6- Les forces cxi€ricurcs n'agissent quc sur les noeuds.

7- Les nocuds sont considérés comme dtant aniculés (rotule) dans tous
les treillis (pas dc moments internes aux nocuds),

T

D ==
o

"
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B Chapitre I @.R.\ o T o o Chapitre 11 (S.R.)
: ) : équations  d'équilibre . :
. : oo m :m f&h : ' goit "} : le nombre de nocuds
_— , ‘ : . m : le nombre de barres
i 3 o Farmat da 1mitur os vpanien v .
\ r : le nombre de réactions

m mrm ' Cdmer=2j le treillis est isostatique

. “ 4 ' | D2
- Ay : _ sim+r<2j lo trillis cst instable
b T 7 e f@m ém - - si m+ r> 2 j le treillis est hyperstatique
- o Lomgerans tie pomi vsestd 7 Exemple 1 o ’
- ' oo ‘ . . ) Calculer les forces dans toutes les basres.
| . .412121 @ | | 2 .
. ) - Nascde N ‘ @ .
...,..........‘ . _ 5% d® e 5 )
. B - l
. ' MY @3 @l @ N\,
3 Calcyl des forces daps les treillis plans : : . a L o s o g
L ) Les forces dans 'les barres des ‘I'ruillis se calculent 'i partir de deux méthodes: . _ ’ TR| _F rEg
% | - 1a méthode decs noeuds (utiliséc le plus souvent lorsqu'on désire obtenir - ' _ o _
C ‘les forces dans ftoutes barres) o S R o SR Commem =9, j=6r=3, m+r=9+3 =26 =12 donc le treillis est
- la méthod: des sections (lorsqu'on Aésire les forces dans ccnamcs Ce T o " iscstatique ' : ’ .
barres seulement) ' -
3.1- Méthede des nocuds o ' - © EMy=-aF +3aRg=0 donc Rg = FA
II faui satisfaire sux conditions d'équilibre A chague noeud: LFy =0, i : . IFy=R;-F+F3=0 donc Ry = 27
LFy= 0, (EM, = 0, implicitement car les noeuds sont consid‘_érés comme ‘ : TF =H; =0 donc Hy =0
.- des rotules). o o ‘ L ‘ ;2
' La procédure est la suivante: TR _ _ .\/_ ’f‘
- Faire le DCL dv treillis en cntier et calculer au besoin les réactions < : T'i ‘ ¥ I 2F F B ' .
s - lsoler un nocud od il y a sculement 2 inconnues ., ' ' ; A!‘ ' y=3 2_;‘_2.[: (szm\:.ttum)
- Calculer les inconnues 3 ce noeud . : : R ’ : * r : ,Fl- /2 F l
2F) soit F =
- Isoler un autre noeud m‘l il ny ‘a quc deux inconnues en appllquam la i/_
régle Action = Réaction . i 'F
‘ Vérifier an dernier noeud: léthbre des forces Ar ( ' EF".FZ * 12 ‘: : 2F (HonSion)
- . 20LF (&) t I
- 2F Ty AT De 3
. Les forces inconnues sont ordma:rcmcm choisies arbitrairement -idans - / Fz = (1) :

, le sens positif; le sens exact étant . délerminé ultérieurcment lors des’ . l
Hg - ' calculs. ‘ ' ’ 278

Le treillis doit étre isostatique, pour pouvoir le résoudre  avec les

1.F/3 1) B Y tire sur le nocud 7F/

a
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Chapitre 1l ( S+ R-.)

- Noewd 2 ..
.—.2\/—2‘ Fr -"'—é_lu-‘fo-

& _.PJ,--T(T) 3 ‘ 2o 2F (g
'2\/_F..£F-0‘/1 e
3 4 ) Vi - (T)
F4 == (O  :
-3 _p.r YZ_ 2F FVi
\/—' 2 : 3T, A 3
R I P &
2 - 2 Lp N2, g 5 1;: .
3T s '
Fs = FA3 (T) .
Nocud 3 .
IFy=F7=0 - |°
IF --‘f-;+F = 0 -r-l—-——-—p-r
x LA p/,‘ 5 F/j
Fa=Fa(y - . &
e B N VI L,
. 8 2 —
F F‘\/i.(d e \F.E'
s"'"—"T‘" T N '3
: PG
Noswd 6 (Vérification) )
IF =—_§_+P\/5-ﬁi o
x 3 2 cﬁ‘.{
sp o FVZ V24 L ™,
¥ 3 2 | F"‘—"'}
Rg = B3 ‘ Fh [F/3

VA

51,1

Ex
EMg =+ (302 10) + (20 x 5) - 5T = 0 . T=80KN
TF, =-E; +80cos30=0 A .. Ex=693kN
LFy=-30-20+Ey + 80sin 30 =0 Ey = 10 kN
. Nocud A 3.6
/:“. " EPy=ABsin60-30=0. 7
A ke AB=346WN . (D A 113
LSD IF; =346c0s60 + AC=0 :
- AC=-173kN © 30
BD- aud 2 g o Juk
8 2F,=-346c0s30-BCr.0530=0 T . —
‘ /3u.t. Be BC = - 34,6 kN )y ::\w_g
' —-346sm30 34,6 5in 30 + BD=0ay |, :
BD = 34,6 kN (T
Noeyd C- 5.,’1
5'4,6\ / EFy = - 20 -'34,6 cos 30 + €D cos 30 =0 \1,3
_ LE CD=5TTEN - (T)
3 l ‘ IFy = 17,3 + 34,6 sin 30 + 57,7 sin 30+ CE=10 20
. 2o CE =- 3,4 kN (C) '
. f01 ’
3“(- /  Nocud D To
TFy= - 34,6 + B0 cos 30 g
Al o

!

- -577s5n30+DEsin30=0 = :
L
DE = 1155 kN (© /f\u,ss
| 5171 N
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Chapite 11 _(5_°Rf)_' A | S Chapitre 11 (S.R) o -

EFy = 63,4 - 69,3 + 11,55 sin 30 =0 o : Yo 3.2- Méhode des sections
. S ’ La procédure de calcul cst la suivante:

1,55

‘.1’.9_,_.--.._m.’_3 7 LFy = 10 - 11,55 cos 0=0 - Faire le DCL du treillis entier et calculer les réactions (si nécessaire).
* : - Couper te treillis en 2 parties_distinctes par unc coupe 3 - iravers les
o . barres ‘dans lesquelles vous voulez calculer les efforts.
. A - _Fairc le- DCL de l'une ‘ou l'autre des panics du treillis en introduisant .
! : des effons inconnus dans les barres coupécs

- Appliquer les é£quations d'équlhbrc (£F; = 0, EFy =0, IM = 0) et

calculer les efforts.
Exemple 1 ) .
Calculer les forces dans les barres 4, 5 et 6.

Nocuds pariculiers _ | ' - : _ , 2 1@ 4
* - . . kK ) : " . ’ ‘. . | . - V . : . .
- IS e for = fou. (o fems cppate) S | el e P T -
—_— ’ AF . ’ . - . ) ’ o , . . }"r ’ Fx ‘;,
: B ' .o oesk : B r18 B 5} F
ef ' ;F . ’ ‘ o R . y Ea appliquant les €quations d'équilibrc 4 la pamie de droite, it vient:

/T/ l ‘ F OCFO : : ) o ) - . ﬂ:y,_’psl/i_—z_.,.,;____o o . FS,_'\/;F'(’I“
4oz o8 (}‘ons%pon _ . T - _ F 7 . 2
. 7 S : N 7 _EM3=+21T+aF4=Q' N F‘z_..g.F(Q
« : ° ] B ' o Ef‘,’ - F:JB?D (N ‘ : o ‘ ‘ " ' F4: sens contraire A lar ﬁgur.e
I A
F;:q-'ﬁ':c (P oppokt)
Fos » Fop ( Atms oppoi]




Chapllrc o (5. Rv)
La coupe 1 permet de calculer ¥J et CI. la coupe 2 permet de calculcr DI.
Réacti s
IMg=(10x 20) + (10'x 16) + (10 x 8) - (Ra x24) =0 donc Ra = 18,3 kN

'WY=18.3-.10-1_0-10‘+R0=(_)' _ T : doncﬂg—ll.'ka

IMc=4KI+(@x10)-(183x8) =0~ R doncKJ=634k.N(T)

zMA=.-(1uxa)-(mxs) 22 x4] (cx"/” 2|=0
' e ' donc CJ = - 14,1 kN (C)

ot C
: '-"7 s R% (sens contraire)
: R l Coter
m—z ity o T
:(IOX 3)-(D1 x !2)4-(14 1

x lz)sO‘donc DI = 16,63 XN (T)

* Remarquez que si la forcc en I est nullc un a; FH=F= [E = JE=«0cton:
_ pourrait aiors fam: directement une seuls cd:upe 3 travers CD DI, (JE = 0) &t

I R




Energie potentielle de déformation:

Supposons un ressort cli:'longueul 1. qu'on charge lentement et prbgressrvcn{ent, (pour

" gviter les effets dynamiques), 4 P, Il accuse un raccourcisseinent Al. Le travail de P est alors

emmagasiné dans le ressort sous forme d*énergic potentielle d¢ déformiation.
Ceci est valable dans fe cas général pour n nnportc quel systcmc Elastique.

En dehors de toute sollicitation extérieurs, I'énergie potcntlc]lc de detonmtmn est nulle (corps non

déformé).

Sous I'effet de sollicitations cxteneures un corps se defnrmé = ses dlffcfcms points submscnt -

des déplacements quelconques .

sont les seuls qui donnent une

systcme

Tant que Je systéme n’est pas sollicité au deli de sa hlmtc claanue l énergie potantlcllc de

déformation pcut étre rccupcréc totalement. Dans le cas contiaire, senle une fraction de I' energ;e ‘

peut &tre réoupérée, r autre fraction sert A avoir la déformation résnduelle

Ii est facile de yotr que W(R,, ..., & sy Re)=10
Car on ne peut avoir qu’, - s

- un appui glissant : R, L 5
- un appui fixe : 8= 0
~unencastrement : - 8=0, “8=0

' Ccc; est général, non seulement pou: un cﬂ'oﬂ nonnal mais puur foute auire soﬂlcﬁatwn i
Evaluons 1'énergie pulcmle]lc de dcformat:on dans le cas o0 fa sollicitation’ est un cﬁ‘ort norma! .

(T,O).

Casoit N=cie le long de la barre: . _ ' S

Considérons une console soumise 3 une charge P lente et progressive.

J\f

FAR

p b4

TN

E\'ux thAL V=0 AL.

Considérons un  étant intermédiaire - caractérisé par. aP et aAl’ (a(l) et un état -

intermédiaire infiniment voisin en donnant un acdl‘oissement ’d(aP)ﬂ la charge OP. 1l va en

résulter un allongement supplémentaire d(aAl) A] da qu1 est Je déplacemcnt du pomt
d’application de 1a force &P : ‘ o

Les points d'apphcahon des fomcs'

information sur la deformanon du

AU = oP Alde _+k/'dmi, (2*™ ordre)
sU=PAlada
L o _ PAl Pl
U‘U’“ ado=U=— AI-E—H

P ‘
:blU;—2EH

il il d . | { <

Ll

poutre guspendue soumise A son poids propre ('y)

' ' | A ' N? (z)dz.
‘ : S o W=
: Q‘. . - N I 3ERG) 2ER(z) 2EﬁI
, 2 13
W= Eéi :(xﬂz]'dz=1%
s&&m\, 'H.. uu’(,w«.kg_
On pcut calculer dW d” yﬂdzx w( ) %EH([ mzl)dz.
::>W' =YVIH|? : Cavte WiDs MDY Y (2—21-224) '
déf 6E - ‘ 'ZJE
Ex 2 : Systéme réticulé
AB=BC=CA=t ER=cte
vV, =Vc.= P/2
]:Ideud A :. o 0 - N,:)"N, cos 30 P::- N = N,V-- - _.1?_
- “Noeud B ¢ C ‘N=,-N,00560=" —_
:Vm.:u SR 3 =Ni.c0s 60, | NE |
U=210,U (N[] N 3P
*""\2EP) "2ER & ER




T HEOREME DE CASTIGLIANO :

C'est un des théordmes énergéliques les plus importants admettant divers types d’applications: .
- Détermination des déplacements des différents points d'un systéme (fléches)

- Permet de résoudre les systémes hyperstanqucs (intéricurement ci exténcurement )

Enoncé

La dérivée pastielle de l‘cﬁcrglc potenhclle de défmmauon par rapj)ort & ﬁne forcc (généralisée) estvega'le au

déplacement du point d’application de la force dans la direction de ccllc-cl (cdd Ia pro_]cctwn du i
- |déplacemenl tofal sur le support de la force conmdcrcc) o :

appe]lc force génm:hséc

- - Soit une furce ponctuelle (déplacement lmé:que 8y

- Soit un moment (rotation 9)

AA : déplacement tofal
ou
oP

])él:ldnsil'qﬁon :

Soit un corps élastique sollicité par un systéme de forces chtcncurés données Py ..., P, ...

P, travajllant
dans le domaine élastique) S

(A, > A, (5 dans lo sens de P)
A, A, (6 dans le sens de P
A, A, (Sidans le sens de P}
A Al (5,dans le sens de Pn)

szcmemU—ZU —U(P P PP

" Dans un accroissement infinitésimale dP. ap. Ien rcsultc que

U U+dU= U+£dp )y
ap,

- Inversons I’ordre d’application des efforts :

- Ensuite (])l oo P

- D*abord dP, appliquée d’une fagon lente et progressive
) A _ _
(w=)dl>i = 2 d_PidBi

A ...,P“) de fagon A retrouver le systéme initiaf :

‘ _EII:. 1Ha| = ¢
o g%/ €

(WE)(P . _' @) = U+ te traval de dPy dans Lo déplacement  provoqué par
(P P Bl B)=UHAPE, ) ‘ '

(car dP; existe d€j3)

" Egalisons les éncrgxes potemlelles de dcfm‘mauon (et ()

‘ ' U
U+a—UdP—_de6 +U +dP35, &U+dP$, = — =8,
P, ap,

Ap_ plications . 'g Jl

&

EA=

e
>M/E=0 =Px20=H, x =H, =2P
“ _
3 F =0 ‘= H =2P V=P
On détermine les efforts dans les barres.
Bare |1 2 3 .4 57 [
N P —Pﬁ P -P- -PJ2 it
g. |E 2 & ]t 0.2 g
Ui | P*/2ER | 2P*(/2 / 2ER | P*R/2ER | P20/ 2EA | 2P°€V2/2ER [4P*€/ 2ER|

U= 5__(7 . M)
- Le déplacement vertical du point C est ;

: au PQ,.
6 =35 = 5al7* )

" Déterminons le déplacement du point A.

A )H = 0- (sylﬁélric)
N U’
) ==
< '“.‘.)" - op




, : Pcos’a ‘ ' ' L - Drune fagon générale :
Onadéjionvaque : N, =N =-— : . . : :

T Tn systé isaPy .y Py, P
C142c05° @ , Lns}éi?gfsmu}l,tsf, P P
= I S _ : . D’aptcs e piincipe de superposition : Si = o, P, + o, P, +..c ;B e P,
T l+2cos’a LT .08, P=0 sii#]
. R . . . . ! aP. b P.=1 sii=]
. - PY : ey Pl . : _ ‘ - _ A B _
SR T—— T T T
2Eﬂ(1+2003 tl) apP EH(1+2005 a)‘ S h _
L : (BA)V =2 ER S, On retrouve alors le méme tésultat
] ' : Y y P =AT
. Ex4 H
: Onuouwmle e - - X = 60°

",(S_A)vl E;(1+tga{1+2sma)) o ' EA= Ckﬂ.

AN, E= 2x10‘kg/cm,a 45 R e e
. ‘ e - (g‘ .—.f?
..-le,ﬂ 2em® T - ‘c.”.—c_‘ | e
L), =0Aem e ‘ft‘ | -
. )v . M B 1/ Méthode duecte. - V{F“ T B .VD L 9aeT
P 5":6_mu e

- On dmt faire la dlstmctlon entre P horizontal el P verfical ce qui nous donne
Va, Ha, Vn en fonction de Py ot Pv alors 8y = 5, (Pu, PV)

Auire variante (Numél ique) de d'étei‘mination des déplacements mir C'lsﬁgli'mo .

3/ Méthode nluilél'idue :

Jusqu’a pleErlt on s'est auangé pour avoir l’cfforl P, par rappmt auqucl on dérive, dansl expressmn dcs I{,) : ) S L
. NetU: : : CB)e = XS
Supposons que les forces extérieures, les réacuons Ics cfforts mtcncurs et par conséqucm U sont connus R EF, ‘
nummquemcm o o Par la méthode d etrouve les S}
: Par rapport 4 quoi doit on dcnvcr 2 Comment apphqucr Gastigliano ? : o ) . ’ ) Par_lal m ‘ oce des h?du&s ont o i
.. dfeprenons I'exo précédent : : —
: n° s L 15
- - : .o i Py=1.Py=0
" L(m) Silke) 8, 1 1,57 a T
R ' - 2 0,23 a - 172
- 1 1 & 3542 0,707 3 -1,57 a -1
2 J2 - 5000 -1 4 1,57 a il L
‘ 5 -1,15 a 0
U=y Si’li : (3 ) au i 284 asi' i R o - Par l’équi!jbx"a dos noeuds on retrouve lés S,
- : alv T ap £ | . ' L 7 023 -, o a
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ou _ . S.1, 98,(®) o s,

. ’ oo ‘ 7 . ) : . ' _ = id
—a; = (0(-')”2"I:iu-=tric¢ . - : o : (§M)v —E ER 2 E E. H S
ou aP au 1 _ ) . : S R o 8] reffor dans la barrcisi I*on donne & & e valeur unité.
- ap ax P 2 = N | e o |
oU _ ' S . T o Esercice : chmnons lexo t -
aP BX \/_ (5 ) [t bisssctrice X_-\/E L : ’ R : o -On demande(ﬁc) - on le fait par la méthode numenque Aples simplification, on trouve facﬂcmem
o 7 . - S" =S" =1 , S S S Ss sont tous nuls
' S o L oo ‘ 3Pa '
Ex§: . : : ' ' P +2P) =
~ Déterminer &, plv S S .
%; }“cﬁ: I\gj e pa 1 . 3 «® > X A y g¢me apphcanon du thém éme de Cast:ghano Résolution des systémes hvperst.lthues
' @ ¢ &G _w __F (int ét ext) : théoréme de MENABREA.
- ‘ ‘ ‘ €0 _ 5 . oY 9 -Gt_) Soit d’une fagon générale un systéme : -
VA C : H 13 . . hyperstatique extérieurement de d°m (3 mliaisons surabondantes
. wle ' / R o, E o ' hypcrsmtique.s mtcncun:mcut de d°n (3 n barressur, abondant( s) .
Cas bﬁi-ﬁculiers: . (é.“' G [ l.‘L_CL. R K " Laméthode de résclution consiste 3 décomposer le systéme hyperstatique initial en
: . ) ‘ ! m + n + 1 sysiémes isostatiques (dits systémes isostatiques associés) 1 suffit ensuite d’écrire d’aprés
1 s"agit de trouver Je déplacement T ‘ ‘ *’ & QT ) - CASTIGLIANO - :
- d’un poinl ol ne 8'eXerce aucune force - : o o . A Co
- dans une direction différente de celle des forccs apphquécs E L : o : ﬂj_ =0 .E‘LI:L =0 _ :
' Py ?n P c> T N ; . ‘ 0%, : aR X, : étant I"effort hyperstahque inconny dzms une bare surabondante -
— M R (8 M\V AT . PR . X —Ri la réacuon hvpcrstallqllc inconnue au mvcaud une liaison surabondante.’
- i) 4) o T S E o o "(X, ét R,- sont les grandems _hypc_rstauqucs inconnues _du Py)
1 T I T ‘ ‘ Le terme -aX = 0 traduit la continuité dans la barre surabondante
~ la méihodt. gene;alc consiste & mtroduuc une force %) {dans la ducclmn choisie), on conduit les calculs : ! . ‘ A
comme dans lc cas normal et on annule & au niveau du résultat final. I S _ "~ Le terme =0 traduit que le déplacément du point 'd’*application de 1a liaison dans la réaction est
AYCALP,. PP, D) ‘ ‘ SR . : é'nl A zéro.
V H 1 i [ ) ) -
- n'B2''B : S s : B © . - . Ces termes tradmscnl Ie faxt que les gmndeum laypcrstanques sont des grandeurs qui minimisént Pénergie de
S =8.(P,..P, Q) R . ' o s ¢ déformation. :
' '( i ) : C R - Ex: Soitle systémc suivant :
- ik | : o | o Koy P
_ o : . . Co ) M - - ? : - X -
J B e . : _ : ) ——)K . Le systéme est ext. isostatique ) L
’ s : : T : o le : o mtcncurcment hypersiatique de d°1 en.  effet
o @=0 ; L ) . e ! . ‘ \ .
= 5 "S(I Py @)=8,(P,,...P,) +5,(9) SR - of 4] a (I) bimno3 2x4-3- 5%6
2 . ° . .
5.(P ,...,P 4D oo : : ‘ B , 5 T ~ 3 une bane surabondanie,
U=3 '( - " ( )) 1 : L ' _ _ o £ . Prenons leffort X dans la bare 2 inconnue
28,1, i C _ ' A - & hyperstatique du systéme. : .
- ‘ . ‘ ) ‘ ' N/ L .
0 W A zl.z[si(P"“"P")J'S‘(Q)]as‘i(@) L e | S L o |
M/Jy a o oui i ZEiHi - a@ . . i P . (0. g/l : C o - e

P=0 S <




- On coupe la barre {2) par une section (Z )

" Ne connaissant pas le sens de I’ effort X, on prendra un sens arbitraire (unc (racnon) Le systémc est alors
équivalent 4 : .

- 4 X

* N Saxst L

* Si() :cHort dans fa barre | powr le systéme hyperstatique initial:

les Py
PO -
S;=8,{X,=0 "
R;=0

I S: (H) : effort dans la bans i si Ion supprime les P; et on donie & X; (ou Ry) une valeur unité. -
Dans ces conditions on a : ' o

S, =8; +X§;
. 2
— s 8itl (s; +X81),
U=
221 ﬂ -2 2E5,

_On applique lc théoréme de Castigliano
au . & 28] + X8} |
—=0= ( : )

= e =0

BX i=1 ‘?'EiHi . o
: s S’ SI 5 8.5,
—_— 1 it X [} ||=0

ZEn V*LER

- B SiSI,
- i= E.R

= X=-T- S

. i=1 Eih‘i

g

* 87 () : effort dans la barre i si I'on supprime toutes les barres ot les halsons sutabondantés et on gardc .
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Déterminons les efforts intésieurs dans le systéme ci-dessus.
? .
b=2n-3 7 2x%10-3=17+18=> hyper. de d°1

Prenons 'effort X dans la barre 18 comme grandeur hyperstatique inconnue du probléme. Le sysicme est

alors quivalent a :
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CALCUL DES POU&RES:FLEXION

6.1 INTRODUCTION

Les poutres sont des éléments stmcturaux généralement droits, ayant
le plus souvent unc section prismalique avee habiiuellement au moins un axe
de symétrie, que l'on retrouve dans toutes les constructions de gemc civil et
dans de nombreux systémes mécaniques.

Un élémeat structural sera appelé "poutre” si la ‘section est petite par

rapport 2 sa longueur ot 'l est soumis & des efforts qui- .produisent des cfforts”

tranchants et des moments fiéchissants. Une  poutre peut ¢galement &ire

soumise e plus 2 des cfforts axizux et A des moments de torsion,

Dans ce chapitre, on cherchera & caleuler les contraintes ct les -

déformations dans des poutres droites ayant des sd:tions avec 4u mMoOin§ un axe
de symétrie, dues aux cffons tranchanis ¥ et aux momcnts de flexion \ri B
On considérera des poulres isostatiques soumlscs i des forces ¢t & des
couples  concentrés, i des charges rcpanlcs uniformément 0¥
triangulairement ¢t ayant des sections rondcs. rcctangulmres. en T, en I et en
caisson. * :
On calculera successivement: .
Z  les diagrammes des cffons lranchéms;:t des moments
féchissants permettant de définir dans quelle section, les efforts
sont maximums '
- les contraintes ducs & V et 3 M

. les déformations dues &4 M

6.2 DIAGRAMMES DES EFFORTS TRANCHANTS ET DES MOMENTS
FLECHISSANTS

6.2.1 Méthode des sections

"Les efforts internes, appliqués au centroide d'une section, sont

calculés avec la méthode des sections qui consiste & couper la membrure ¢n
deux parties, 2 faire le DCL de lune des deux parties, et 3 appliquer les
équations d'équilibre, ;

Afin dobienir les valeurs de V et M lbul le long dunc membrure, il

faudrait alors faire une mulitude de coupes. Le méme résuliat est obtenu en

faisant une coupe & unc distance x dune extrémité et en faisant varier cette
distance  x.

Comme les  équations dethbre sercnt différentes A chaque fois
quune nouvclle force interviendra, on fera une coupe catre chaque force ou
couple concentré et i travers chaque force répanie diff¢rente.

Cette procédure cst montrée dans Texemple suivant:

uoa}':l_ra_[.‘_"&“_/r"l AR = BezZm
7 )| b= 3m-

}
s@c.(% # Db

La pouirc c31 soumise i une force concentrée en B, A un -couple
concentré en C et 3 une charge uniformément répariie sur CD.

On fera 3 coupes telles gque montrég, et on fera l'équilibre des
éléments A-l, B-2 et C-3. _

Avant toute chose. il faui catculer les réactions aux appuis.

Calcul des réacti ;

N

| en
20 | ATITIL]
fRﬁ‘-'ﬂ g 2Zm & 3, TP-D

IMp = -7 Ra + (20x5) - 40 + (30x1.5) = 0 donc Rpa

=15 kN
v EFy=(15-20-30+Rp=0 ‘ donc Rp = 35 kN
Equilit T Al
IFy=15+V; =0, Vi=-15kN
X L‘J[ A
ZM‘=M1—‘ISX—-0 My=15% A= 'F)H _2_"1_13513
' 1)
pourx:O.MA=0clV_A—-lSkNr t\ggﬂ o 1“ S
pour x = 2 m, Mg =30 kN'met Vg =- 13 kN
Eqmllbts__dg I'élémenk 8¢ 20
LFy =-20+15+V2=0, V3=5kN Is‘b" *h
EMj = 20x - 15x - 30 + Mz =0, Mg = -5x + 30 K*'L_l M




pour x = 0, Mg = 30 kN-m ¢t Vg = 5 kN 15 t?” T e F)zo
pour x = 2 m, Mg = 20 kNem et Vg = 5 kN »

Equilit rélé b |
IFy=-5-10x+Vy=0, Vi=10x+S5 uo‘ -.F..sz
2
10x
M =35x+ ~20-40+M_ =0 Ja
e 5 ; 2 (T,
M3 =-5x2 - 5x + 60 A
5ba

pour x = 0, Vo = 5 kN &t Mg = 60 kNem
pour x=3m, Vp=35kNeaMp=0

6o’

s s =Szl s vbo.
L)

jort 51 Tt

3 '__*_/] ' T4 To +* )

!-15 - l v ) _ M

Les tracés des DET et DMF doivent: L .

. montrer touies les valeurs caractéristiques de V et M (valeurs -

nulies, maximums, sauts...)

- vérifier les équations deqmllbre en chaque point de la poutre.

Ainsi comme YV eaM sont des efforts .internes qui €quilibrent lc§

forces exiernes on’ chaque point _ e ' ‘

. L'effort lranchant i l'origine est I'inverse de la force appliquée
en ce point (Ry dans notre cas), ‘

- 1l y a un saut dans le¢ DET ou le DMF egal et opposé A la force ou au
couple conceniré appliqué. :

- Le DET doit &ure fermé avec une force égale et opposée i la force
appliquée & lextrémité de la poum;. (Rp dans notre cas).

. Les moments sont nuls aux appuis rotulés & moins quiil y ait” un
couple concentré appliqué. -

. Le DET est la dérivée du DMF (avec un signe inverse).

- Le DMF est 1‘|megralc du DET (avec un signe inverse).

La méthode des sccrions est basée sur les équations déqutlnbrc. mais

clle devient complexe lorsque la siructure compone plusicurs charges.
Une méthode plus rapide est la méthode d'intégration présemée ci-

aprés.

[

6.2.1 Méthode d'intégration
fcrivans les relations qui existent entre la charge

répartie p(x), l'effort tranchant V(x) et le moment féchissant M(x).

at
P Ag[.‘l») P L

auljng

~ d4

Y+ dy

it

-_4v
p= dx

IFy =- ¥V +pde+ (V+dVy =0, soit

IMp = Mk M+ M)+ (V + V) de+ pax - S =0

M - _
F¢7 ( ﬁ‘—'-"—' ) Mt dm
¥

quelconque

2
soit  dM + Vdx + dVdx + d; =
. dxz '

En considérant -dVdx = p-* rak 0 (infiniment petit du 2¢ ordre), il
vient: '

dM ) !ZM
dM + Vdx =0, soit | V=-S5 el p=-

dx dx2

A une distance x de l'appui, on a donc:
X X
Vix) = dV=[— dxii—\'
fave|-] pax]ev,
X .3
M(x) = dM:[— del+M
‘L .Io °
« charge uniformément répartic vers le bas

px) = -

Vix) = ax + Vg S wz W

Ot

2
M(x) = - “; -V x+ M

s charge triangulaire vers le bas



p(X)=-ux=—-l-'L—x

2 f :
V(x=-“2i-+vo ‘ ﬂE‘
3
1

M(x)=-3‘—6——-v X+ M

s charge parabohquc vers le bas

hx
= - 2
p(x)_ @ x- = 3

3
V(x)=9-3’i—+v°

ax
12 ‘
+ Connaissant les charges sur une poutre, on peut calculer le VDE"I‘ et

le DMF tout le long de la poutre en faisant deux fois l'intégrale.
- « Inversement, connaissant le DMF, on . peut rctrouver les. charges
sur la puutrc en dcnvam 2 fois. C t -
+ Ls DET et le DMF sont dcpcndants I'un de l'autre. )
"+ Le DET ¢t le’ DMF représentent d'une fagon réelle les efforts en tout

point d'une poulire.

+ Le moment fléchissant est maximal. lorsque l'effort tranchant est

nul. : )

+ Pour les cxprcssnons de V{x) et M(x) dont lc terme’ de plus haut
degré est cn x2 la concavité des courbes est vers les y positifs si le
terme en x2 est positif (¢t inversement lorsque le terme en x2 est
négatif). ) ' .

. En résistance des matériaux, il est primordial  de connaitre’ la
forme de la _dé'formé'e d'une poutre en flexion. Lorsque les
moments sont positifs, la fibre inféricure cst en tension; lorsque

les moments sont négatils, la Tibre supérieure est en lension.

n

. On dessinera souvent le diagramme des moments positifs vers le
bas par analogie avec le sens de la déformée; it faudra alors

indiquer le signe + vers le bas.

» Dans les expressions ‘p=—%% el V—-gdﬁl—, la convention de
signe est la saivante: M e V. osomt positifs dans le sens

trigonométrique et scion l'axe Y positif suor un'c face positive
{c'est-a-dire qui a une "normale dans le sens de x > O)
Dans certains livres de résistance dcs matériaux (nolammem le

livie de Popov) on trouvera une aulte convention de signes

P y5o

Moo r_“ 9—9'”’

V>o



i
vog 9M
dx

dv
=4+ — €1
Qo a zlors p. i .
Seul le signe de leffort tranchant est inversé par rapport & 1la

convention de signe précédente. ‘
Recommengons le¢ - problgme précédent avec la méthode par
intégration: ' )

_ Qo!l:d HoYut.r ©
o ﬂ- Zrm (I i l‘lﬁ/—l
. tg-q,ls-gb-l 7 23535251

\01- *5‘

Boo'sx'sz"

AB)Os_ng
pxy=0 . O pmy=0 :
V(x)-_--_[ pdx+V ==15 ‘V(x)-=—j pdx+V =3

M9 =- | Vix+Mg=15x CM(x) = - 5% + 30 :
Va=-15Vp=-15 VB=5,Vc=S5
Mg =0, Mp =30 Mg =30,Mc =20

kel : X

CD)0<gxg3
p(x) = - 10

V(x =—I pdx+V°=Ipx+5
M(x) =-5x2-5x+60

Ve =5Vp=35

Mc =60, Mp=0

Exemple |
IMa =8 Rp - {4x 1) - 1 = 0, donc Rp = 5/8 = 0,625 kN
IFy = Ry - 1 + 0,625 = 0, donc Ry = 3/8 = 0375 kN

Lorsque les charges sont simples, lc DET et le DMF doivent éEtrc

construits sans aucun calcul, em suivanl les principes donnés 4 la page 3.

sout

soit

- ll&n

# = zm)lﬁuq
b T‘le

019(54- Y
- +
FE NG .
[=]
i"“"v‘- _-I
oo .
‘o = €
Exemple 2
AC v=_J'pdx+v =4 ‘ {VC=-4kN
=~ [ vax+M =4x ax=3m MC=12kN-m

ve- [ pdxav = f 333 xdeev =1, 6627 -4

M=- [ Vdx+M_= j(lsex._ﬁdxnv—-ossx rax +12
ix=2m, VD=2.66kN. Mp = 15,55 kN-m.
ve- | pdx+ V=~ | (~6,66-3,33x) dx + (2. 66~ 36)

= 1,66 x2 + 6,66x ~ 133,33
= f vaxam =- (1.66 x2+6.66x-33,33) dx + 15,55

M=-055x%3-333x2+33.33x + 15,55



et

6.3

6.3.1

yx=4m, VE =20 kN et Mg = 60 kN-m
Vo= 0pourx-29m doncMmax-'iO'I kN-m

ER V:—-J. de+_VE=—20 > H——J'dei-ﬂe--lﬂxﬁ'go

hx='3m.VB=20chlMB=0

sedla

CONTRAINTES DUES AU MOMENT FLI:".CVHISSAVNT

Hypotheses . de calcul -

On se limitera au calcul des contraintes de flexion dans des pouires

dont la section a au moins un axe de syméirie et pour lesquelles la flexion agit

perpendiculairement & cet axe de symétrie.

T

Y i vy

2

AD

Les hypothtses de calcul sont les suivantes:

les poutres somt rectilignes
‘les sections ont au moins un axe de symétric

le momem de flexion agit dans le ‘plan de symétrie
les déformalic;ns sont petiles (domaine élastique)
les  seclions. transversales

planes restenl

planes  aprés

déformations -

6.3.2 Equation de la flexion

axe nuwdbe

}.-,cu' ’.L t‘_uﬂhntaa:t d-l\é

amk - H

SETETION
g jLA
P_C-u‘ RE

o Hn

Sur l'axe neutre passant par le centroide, la déformation {1ension
ou compression) est nulle donc, d'aprés la loi de Hooke o = Ee, les

tontraintes sont nulles sur 'axe neutre.

- L'allongement. 3 est pmpomonncl ala distance y par rappon a

I'axe necutre, donc par unité de longueur:

5 F.
=g =-K --—-donccr=—l(E y-—K‘y‘
dx £x Y E

la déformation est posmvc lorsque y est ncganf et inversement (‘M\, O)

Dans une section, les contraintes sont répafies comme suil:




T

T T ac
S

Calculons la valcur de la constante K. ?’Considémns {'équilibre de la

section sous l'effer du moment extérieur Mg cl dcs contramlcs micmcs dx. Le

moment M, est égal i la somme des rnomcms de chaqu: peuu: force f = axdA

par rapport

- donc

i l'axe z. - Les cqualmns dcthbrc sccrwcm comme suit:
La somme des forces ¢n x donne; ) -
IF jo dA= j Ky dA= —K‘AI y—--z—K"Ay -0

A*

Comme K'A # 0 on ay‘=0. ce qui signific quc I'axe _ncdtrc -passc .

par l¢ centroide de la scction.

La somme des moments par rappont i l'axe y donne:
=[ ddi-z=j -K.-yez-dA=—K;yz=o

Comme K’ #0.0na Iyz = 0 ce qui sagmﬁe que la section a au moins
wn axe de symétrie (voir chapitre 4).
La somme des moments par rappornt i Uaxe z doane:
, 2 ;
M = adi- ya+K I ¥ dA:fK ];,

: [} =
D'une maniére générale: Ux=i—‘—“)" oL X max I

“14

ol

6.3.3

¢ est la distance entre l'axe neutre et l¢ point de la scclioh le -plus

elmgnc de . l'axe neulre.

De méme pour un moment My aglasant dans le plan de Vaxe de

symétrie z ‘(flexion autour de Vaxe y), on a:
‘ My

g =tz
v

Donc dans une section soumise & un moment de flexion:

- les contraintes soat maximales sur les fibres extrémes

.- tes  contrainies sont d'autant plus grandes que le moment

d'inertie est petit; il y a donc intérét A appliquer un moment de -

flexion autour de l'axe pour lequel l¢ moment d'inertie €5t le
plus grand ‘

- les contraintes sont faibles autour de Vaxe neutre: il y a dome
intérét 2 £loigner la malidre de l'axe neutre

- les conraines de flexion somt des contraintes axiales.

On écrit encore g= %—- ot 5 est le module de section égal & LC

Design . des poutres en flexion

1 harg n n
- Tracer le DMF

. Calculer le moment maximal positif et le moment maximal
négatif '

. Si la section de la poutre st inconnue, choisir une section ¢l

calculer omax due aux charges avec:

M c
. - 4 __max
max l

- ' Comparer Omax AVEC Tagm = 9o/F.S.

- si Gpax > Jadm ,reCOMmencer avec une autre section

- $iOmax S%dm OK
I in

Uadm
Mmaxs [

et calculer ensuite les charges admissibles.

. Et si la section est connue, calculer

o
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o
Excmple | o ‘ '
Calculer les contraintes de flexion maximales, i la section B
b 3m o~ am e o2wm . th e
A B~ 3 . ]
: Leonm i ' ¢ ) 7 '
loso H.m . y =¥
YR - SRS s il I e I I 3
| S PL"_"’,[, SRR
d.ef. -———

. Qal;ui_.&m_ds_x

- (20x2xl)+(7’x10x2x5) -2 )
Y T mex D Grloiar . S oemE 31107 mo L

VIXOu(Z_XT:xelO +[szqx2 }3_1387cm4 - S
2 2 R TP
[, =1y -Ad 1387 - (80x3%) =667cm* = 667510 'm
G L3 . . SR B O o :
_A___ggm:_he_d_gn_ oo ' _ " A droite de B .
1500;(7‘10 = 15.7 MPa c 1000'(3:10 2 4.5 MPa
maxt . -8 maxt
667 x10 " géTx 10
-2 o ) -2 o
o Lz100x3E10 g ppy o g o 2210007 XD o105 MPa
max ¢ -8 . : . T max €. -8 .
© §67x10 : S 66Tx 10 ‘
'x e

Caleulez les contrzintes de flexion aux points i, 2, 3 ot 4 dune section

prisc au-dessus de I'appui B.

- g2=0

- a3

LT T Tz T 2

315m [ ic

N S
=M=34.9MP71 (tension)’

1
1,722 10

- 349 MPa (compression)

L6 :
g = w:— 30,23 MPa (cdmpression) :
1,72 x10

2- Plan xz

1.y

[l' B,

SN B Yoo i :
bh’ _p'h? _200%3007 190x260 | 45 10 mm

A




A3

3y ; 3
a
Iys[h 20 x 200 ],{[zso;;m J=0.27xlo_mm“

12 . ' ' ‘ :
: R . - . . ’ o . . Le moment interme B la section A est €gal au couple:
- al=o2= : ) . ‘
: M=Cd=Td= 200T =200 x [15 x (120 x 150)2} = 27 kN-m
6. : B . o : - o T - Cc moment €51 aussi égal 3 F (voir DMF), donc: M = 27 kNem.
100 x 10 x 100 _ 325 4 MPa’ . ‘ ) . } T C i }
Gy=m———g = , 2 (tension) : - . ‘ ‘ Faisons la vérification en calculant la contrainte en A, par la
0.27x10 : ‘ ' formule de la flexion pour la-poutre chargée avec F = 27 kN
p . . . | . . . , GA = _AI___A.
o, =—'~MO—% - 1852 MPa (compression)- o o : . 3 z - :
0,27x10 : L : . : o pRT 120%300 1T 4
: - . . [ =2 -t =27x10 . =
aveco: T 12 12 . mm. “a 100m m
Exemple 101 (opiionnek) :
e o . Ix27 6 . - ‘
- 1- Connaissant les dcformarwns en um poinf sur une pomre, - i el MA"‘ E) ?27kN'm =27x10 N+ mm

~ calculer les forcc: qui produisent. ces déformations.

Dans I'exemple montré, on donne:  exaA = 100 x 1076 et E =100 000 MPa 21x 106 X ;02

‘ : il vient: GA=—-----—=10'MPa _ T
w S . ama0’ | :
_+_i.. B L F : o S : : 2- Sachani que Oadmissible = 100 MPa, colculez la “valeur adm:.rssb!e .
— [ I - 3 m S de F- : _ ' o
Bob '—%—‘ A I oomm iy - > . " La contrainte maximale duc aux charges se situe “sur une fibre
] ‘ : o '

_extréme 3 la section B, en dessous de la force F (endroit ol le

moment est. maximal). .
5i un moment M de 27 kNem. produit une comtrainte sur la fibre

inféricure égale 2 15 MPa 2 la section A, un moment M de 54 kNem

" produit une contrainte maximale de 30 MPa au poin B. Ces deux
Y c = o S ) moments sont dus 3 une force F = 27 kN appliquéc 4 la scc\tion B.
’ ) - Pour produire une contrainte gagm de 100 MPa au point B, il fautr .
donc . que: '

Considérons les déformations, les ‘contraintes et les forces = 29x100 _gg kN
imemes dans une section verticale au point Al . - : acm 30

. _ Vérifions avec la relation: |
- 8504107 o 15 MPy M . e

: _ — e SO o ‘ _ ‘ o =—tim max 90x2 «10° 7mm 100MPa
S - -1 —— - m .
i ~q A ] \.:[_ : o o L o z 27x10
_ — . 4 -~ - B S S
m[ . ‘ ‘ ‘ ' ( . ,
150 }’ A \op-: { - oMby X \v_n_:‘r“ —_—
,_J[L V50 : . T

 Fnad =€ E g 215M o
‘Dqgﬂmah‘a'n; Cm%vu‘f?r._sm T Fonas anidern

Q_&uﬁ@tﬁfa.




Energie potentielle de déforination due o moment ‘ﬂéch]ssant :

7 Théoréme de Barr é convoi de chmges ou charges mo hlles H

*effort normal nous avons moutré ue |*éhergie cm:ntxcllc de défonnatlon . :
_ Rappel : pour I'e 4 gep o . . Solt une poutre isostatique (sur 2 appuis smlplf:s) soumise 3 I’action d’vo convoi de chargc
est: If = 'N x ] T ) ' ) : Dans quelle section se produna alors le-moment maximal ?

¢ ZEF -Sous I’action de convoi de charges le diagramine des moments fléchissants awra une allure de-
' polygonc (ligne brisée). Dans ces conditions la section ¥, ot se produira le momcnt '
fléchissant miaxi sera situé 4 la verticale d’une certaine charge Pk
" Soit M le momcnl fléchissant & la verticale de la charge Py

#  Delaméme fagon nous démontrons gue 1’ éncrglc potcnncllc dc déformatlon duc dun:
nioment de flexion M est : .

H ) .
* U—er" (x)tbc Po Pl P; P‘. n

A : 1B

)

i=1

3
M(x) -
x a
V= P(1-—)+ZP(1—~———)
: ’ =l
. . k-
- M}_VA(x+al) Fyay ~ ZP(a, “;)
-
dM, dv,
Ml >—t-0oV,+—2 (x+a,,) ]
naex dx
c:::Pn(l—f)+2P(l—-———)+(A+a,,)(_~ﬂ~—z:}’) 0
. i=l - i=l
- = ' T SURER S L S BN PY- (Pt P - (x+a})(P +¥ B)=0
: . o o T o - T - i=l =
. . ' . . . ’ o . soit R la résultante de toutes les charges P, située a une distance Xy par rapport 4 appui A’
o o L - N o T
_ _ o : . . =
v . ) - ) ) RXX -Px+EP(x+'a)

- Alors les équatlons préccdentes devicnnent en fonction de R

RxI—RxXR—(x+ak)R,=0
I-Xg—(x+a)=0"

Xp+(x4ay) 1
2 2
— i ' i . i o . a . ,Donc R et Py sont dlsposées d’uue fagon symémque par rapport a4 PPaxe de symetne clc la

poutre B




A Y

FLEXION DEVIEE

1) Iniroductmu

Une section d*une poutre est dite soumise 4 la flexion dévnéc si elle egt soumlse 4 une double i

flexion.(Fiexion dans les deux plans de la section)
La flexion déviée peut étre due 4 :
« 1. une double flexion pure |
2. une double flexion simple ;
: 3. une flexion pure et une flexion simple ;
s 4 unchargement unique agissant en dehors des plans prmctpaux _ :
-Dans tous ces cas la section %, est soumisc 4 un moment résllltant M qui n cst portc ni par
I’axe X ni par I’axey : )

2} Contraintes e flexion dévlée :

Y. ‘ .
Par superposmon des conlramtes nous obtcnons
I A
: I ‘ cr(.t,-y)—.— I ¥ 7, x_

D'aprés l’équat_ion de ofx,y) 1'épure sbaﬁalc du diagramme des contraintes est un plan.-

- 3) Axe neuire : . C
: I’axc neutre est caraciérisé par 0(X,Y)=O (l’cnscmblc des pumts de la scctmn dro:tc qui ne
sont ni comprimés ni tendus). :

a(x,yy=— ] Ly- I—y =0 dou l’équatiqn‘ de Paxe neutre dahs le plé_n xGy
x ¥ . . . :
- M,
Y= M,

1 s’agit d’un axe ccutrnl mais qui est chﬂ'élent dc l’axe Gxet dc Paxe Gy

- s on retrouve les cas particuliers de la flcxlon pure ou la ﬂexlon simple -
' si My=0 1’axe neutre cst porté pary = 0 -
si M 0 I’axe neutre est porté parx =0

. » Dans le cas de la flexion simple (ou pure) 'axe ncu{rc est porté par la dlrecnon du momcnt -

donc I’axe neutre était cn méme temps le support de M.
s Dour Ia flexion dévide ce n’est pas généralement le cas, I’axe neuvtre se tl ouve dewé par
yapport au support du moment résultant, Yy

M/, L ‘
- y=- x (A) direction de I’axe neutre ;
e . M1, : : ‘
: A
L x (S) direction du moment résultant

y=-

M, x . ] o
Le faite que 1'¢pure de la contrainte est planc la contrainte en un point est fcnction linéaire
de la distance a 1’axe neutre. Dong les contraintes maximales de traction ct de compressnon se
produisent aux points les plus ¢loignés de P’axe neuntre. :

FLEXION COMPOSEE

Infruductinn :

Une section d’ une poutre est soumise 4 {a flexion composée si elle est soumise en méme

“temps & une flexion pure ou simple et un effort normal.
" La flexion composée peut étre due 4

1. un moment de flexion et un effost normal ccntrc
un effort normal seul excentré ;

2.
3. superposition des deux cas précédents ;
4

. effort normal centré avec une picce courbe,

2) Coutraintes eu flexion compoéée :

vyt

x Par superposition des contraintes nous éblenons ;

o(x,) = 0,(N) + 53 (M)

N M
aEmy)=T -7

N est I’effort normal '; Fest la section ; Mestle moment de flexion.

3) Axe neutre:

- Taxe neutre est caractérisé par o(x,y)=0 ("ensemble des points de ta section droite qui ne
‘sont ni comprimés ni tendus).

N M
o(x,y)=—~ T y = 0 d’od I'équation de 1’axe neutre dans le plan xGy
- ﬂ
CFM
Cen csl plus un axe ccn.‘tral (ne passe plus par G) mais il reste perpendmulalrc au plan moyen
et paralléle 4 P axe neutre dans le cas de la flexion snnpl. ou pure,

¥t.
zone comprimée
axe neutre y=N1I/FM
Ao ¥
G /
j\ zone tendue




4) Cas de ta flexion due 3 un effort normal N excentré de e;;

L&

- Leffort normal est N et ie moment de flexion est M, = -Ne, par convention

‘Dans ce cas la formule donnant la position de 1’axe neutre esf'dbnnée pat :

*Centre de pression et noyan ceniral d’mie sectimj :

Contrairement a la flexion pure et simple l’axe ncutre cn fléxion cog‘tsnposée pcut &tre siftué en |

dehors de la section. C’est-A-dire, physiquement que les différentd’une section peuvent étre

" soumis 4 des contraintes de mcmc nature (soit une compression soit une traction).

Déf nition du cemre de presswn

" On appelie centre de prcssmu Cle pomt fi Ctlf ou réel ol dmt 8 appllqucr l'cffort niermal N

{réel) cle fagou a reproduue Ies memes facteurs de forces dans la sectlon
Définition du noyau ceniral '

Le noyau central d’une section (F} est ¢ lieu géométﬁque des centres de pression qui
engendrent des contramtcs de méme naturc dans toute la scctmn

Question : Dans quelle condition ung secnon soumlsc a la ﬂcxmn composée est totalemcnt
tendue ou comprimée 7-

" Réponse : Il faut que le centre de prcsston C son 4 Pintéricur du noyau ccntral

" Remarques :

+ Le centre de gravité appamcnt au noyau central (cas de I’ cffort normal seul)

= 1a frontiére du noyau central est caractérisée par des cenitres de pression qui cngenclrent
des axes neutres qui sont tangents a la section {F)

FLEXION DEVIEE COMPOSEE'

Unc section est soumise 4 1a flexion dévide composéc (FD. C )sielle esten méme lemps
soumise 3 1a flexion déviée et 4 un effort normal. .
e LaFD.C. peut &tre due 4 un &ffort normal centré plus une doublc ﬂcxlon

"a LaF.D.C. pent également étre due A un effort normal unique mais doublement excentié.
Contraintes en F.D.C.

' 'Par supcrposmon des conhmntcs nous obtenons

a'(x = Ul(N)+0':(M )+°'a(M)

e N M M,
o(x,y)= —=-—Sy-——x

ol =gy 1, |

L’épure spatiale des contraintes norinales est un plan

Axe neutre en F.D.C. - ofx,y)=0

. M [LLS
YI M M,

L’axe neutre n est ni ccntral ni parallélc aux axes centraux prmmpaux.

- S! on utlhse les coordonnécs du centre de pression C(e, &) tel que M, = -Ney et M, = -Ne,‘
alors Péquation de Paxe neutre devient :

‘e, @ 1
- _,.x+J“_}"‘—'~*—

1Y F

¥ x




CISAILLEMENT DU A L’EFFORT TRANCHANT

1- Centraintes et déformations dues 3 effort tranchant ;

L'équilibré du prisme %; £’; suivant z donne :
. o
2.E=0
gcr,ds ~ o, +do s
! M

+dZLBT"d€ =0 by /

> fandt=fly Teas Y 3

- _Mr:"doz_lﬂ_yvv‘ W
o St e T, e 1, 7
v |

T

Le flux de < a travers 1a courbe AB est ;

v, S,
[z.a1=
AB Ix
* pour calculer 1, et 1, il faut prendre Ia coupe AB paralléle 4 Gy et 4 Gx
* Dans la pratique, en théorie simplifiée, 7, est négligée et 7, est constante & un
| V,S,
=————~ Formule de JOURAVSKI

Lb(y)

. .
avec S, le moment statique de !a Section &, par rapport a 'axe x

‘niveau donné —* (T y)_my

Soit T4 la contrainte tangentielle moyenne au niveau de G :
V8.,

N ST, . L
Doy,
' (Sl)n

z F: résultante des forces de compression
-/- F ‘ .
[
M M
: F=][l ods=— ds = “d'ot
. J‘L)D z :[x IL>0Y I‘ /(S: )o U

. M':Fx__l_~_=1:_z

(S")o
z bras de levier du couple (F, -F)

4




: -
et par suite : g =

bnz

S .o S '
Rq 1 : dans ’expression wy) = 1 b(y) 5, ‘est maxi poury =0, de plus -

b(y)est, sauf cas exceptionnel, mini pour y =0 = t(y) est maxial pour y =0,

1 expression de Tg = b 2 donne donc en général Ia valeur maximale de T

[

. ‘
Rg 2 : pour les sections courantes on a z=ah avec h hauteur totale de la

sectionet 0,7<a < 0,9

La limitation des contraintes tangentielles passe donc par l’augmentatlon de la
largeur b, ou la hauteur totale h.

Rq 3: La section bgz s'appelle la section réduite a l'effort tranchant.

Gauchissement des sections sous Peffetde V, :

— y‘
A.
Z lG ‘ A
|,
3 X
4_dz__._

la contrainte (Tr)m = f(y) et puisque T; = G v, avec G= ) done les

E
2(1+v
.~ distorsions v, seront également fonction dey -»la section ne peut rester plane

-3 Gnuchissemént

Energie de déformation due 3 V,: )
équilibre initial :
— Vy=0—>*rz!,=0, Yy =0

a état déformé final ;

v

¥y *

'c”,'y”,U?

Conformément au cours de MMC I'énergie de déformation par unité de volume est
donnée par Ja formule: .

U = %4G€ d'ol I'énergie de déformation totale €lémentaire

=bsredV
Dans le cas du cisaillement dﬁ a l'effort tranchant V:

G = Ty, et €= Yy, et dV =dS dz d'on 'expression de I'énergie:

T | 2
du, = z”; 2 dSdz = - 2-dsdz

Dans une section donnée l'énerglc devient:

_dz.

En remplagant 1, par sa valeur on obtient >

| v(5)
2G Hz b ( ) (Y)dy

Qu’on peut écrire sous la forme finale pour la piéce entiére :

(s2)

U=[ Y 4y 1_1
b 2GF, avee B L.) b(y) dy

F, = Section réduite relatlve au calcul de [’¢énergie de déformatmn due & V

c’est une caracténsthue de la section.

ex: pour une section rectangulaire b x h

{bh? avfnt LT, s
d =(E‘) .’fmz[“"y ] dy =5 oh

En général on aura :

E(N(Z) M(z)* +X(_{)_2_]dz
20S . 2El, - 2GF,

5



CAS PARTICULIER DES SECTIONS COMPOSEES DE PROFILES

MINCE : | il
A1,ﬁau.__.__ IB___1'_
- . Dans une section AB de 'aile
. Déf tion due a I’effort tranchant - !

Application; Déformation due a I’effort tranchan . o _ <, (y) s*annule sur les 2 faces ome || -

D’aprés le théoréme de Castigliano (voir plus loin) 3 : ]}@_ ' - de 1.’aile et varie sur une faible - , :

au ' épatsseur. On peut donc supposer e ] ——
< 3V " : déplacement refatif de deux sections voisines I A : que 7, (¥)reste seule alors que t, =0 _ - pi .

s , - \\\ _ de la méme fagon pour I’dme, T, est négligée et T, reste seule

(3 Yot (3) distantes de dz sous Peffet de V / !
' £ ' , B ey-rop .,_,E__, " on considére ici S, de la partie hachurée / Gx

Vidz' U Viz ‘ réparti de fagon uniforme sur I’épaisseur donc :
= _.)_=6=E-}?=sz . . a} 7 x . VS: .
2GF, ov 1L : ‘ . . o - 1= I reste valable
4 5 Vdz ‘t 'y- .V ' ] _ _ - AL o 1xE :
ONc =5 ¢ = R oo . .
' GF, GF, ' . : ot eee] pour "aile
Comparalscm des déplacements disila ﬂexlon et 4 ’effort tranchant o =2 V,(b-x)¢h  V,h
— _ : . 1, =1 =-Jo(b-x
Déplacemcnt diaM (z): - : : Le I (b~%)
:w r d’v L Cas d’un roﬁlé mince de forme tubulaire admettant G, comme axe de
52;, o dz2 "ﬁ“"—(l— ) ' :  symétrie. .
: ) B 1 B _
- > — _ _ 1 EI\ 2 6 B : . ﬁ Lm _ Pour 1a partie hachurée entre coupure et G,
, _ B ~ Soitpour z=1: - ' | (/ W x AN
M 3 - 2 > M= I e
- , - f = —PI” /3EI . 1L L1 | M

" . ' * Déplacement di a V (7).

— v 1 ‘ Pont en caisson : T est tangente 4 le dlrectlon des
; _P fmes et :
P - . TV,
- | = GF, | vs!
Pi =
o ) 221 f = — —v 2el,
soit pour 2 GF, _
- ' f, 5 A% o : ‘ Pour le calcul de 1"énergie (T étant le contour moyen du profilé fermé), la section
- Le rapport f_ = i+ v) (B‘ ' réduite relative a 'énergie est ¥, donnée par I'expression suivante:
2
f,
Ce résultat montre qu’en général —est élevé et que les dép]acements dus ayv Fo=_ Iy
’ 17 ¥

e S

peuvent &tre négligés devant ceux dus au moment de flexion. L_) ; dl

6 ‘ : ‘ ,




o Rejpordibion 4o cosbratuntis de Chooillonnds donn tonscecking T

B

Application: Cas d’une section annulaire circulaire e <<R
' §=2TIRe et 1, =1IR%

S =[[ydS=[" RsinORdBe =eR’ cos¢ o
V,eR’cos¢ V,cosdp . 2V cosp
T= . = — =
. ITR’ee = TRe 'S
T == . S .
S v '. mz"ezR‘ cos’ €|> ' s | | ' o Aﬁf |
foy2d1 = 4 2 2% PRagy - TIR%e S s
o - ) 29, - man =] !
I' TII'R% __ S | | - v | .
dod F=—to=i S <TIRe=> o i —i - —
ITR’e TIR'e 2 ' o2 { :
. ) . N ] X - o X 1el —q-;-l—-- B -;--—|
;— Cas de sections en profilés minces qui n’ont pas G, comme axe de symétrie I ‘ o _ o ‘
(G, axe de symétrie). Centre de torsion ' : - : :
P o s Conbre Ao csailfleni
, 1} b -e’«hetegb . - : : . : - : |
. f——— [ ’ . . .. v, org, . . !
: s E—— s-vb.e gts=2he e T F f
L =) —\—e—-{ [A V S’ V . | .. . . - E % : ".éh&m , 1 . i
vV, l- A E 2 -2 . ) ¢ ¥ RS
-bd‘_ C 0 9 % Qh Ty(imel - I'e - Ile(s h+2(h y )} L ’ f "+ * ' s| 1 Y
‘ v \' SRR QN B | S % - 1
I P ] =IO " e
- _ —— A ‘ - % ' o o sl (b} S ‘ )
Equilibre de la section - E F‘ - 0 . OK : . , . o C Fig. 7-20 Deriving location of shear center for a channel.

) vv hz |.
— TF, =]mryedy=~1—--§—(6s +s).=V,

. ’ o )
Puisque I_= %—(s + 65') aprés calcul Il reste & vérifier Z M/0=0 pour cela il

faut que la résultante des forces de cisaillement V; pa_ése par le Centre de Torsion ' o \ _

tel que OC=M/V, :

- L nin? . : . : :
21,1 . éh b .
o .. A . _¢ h'b e OC = : : .l fab : . (b}
wyM/0= 2]0 t,€ hdx = V,r d’otlt I L : Fig. 7-23 Shear center for an - Fig. 7-24 Shear center for the ‘ !
c o o ‘ equal beg angle is at §. sections shown is at §. s

87,
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'2, Clsalllement des boulons

' .I?l"—tt;:-‘vs‘l tc—'
.,I I

x : L]

Tou 'q VS /1 est ie flux de cisalllcment

e Conna;ssant Ia résnstaucc A cnsallicment d une. scctwn de clou smt
- F,¢,.,,.m =T.n D/ 4, 1, étant la limite elasthue en clsalllemem du

. maténaux dcmt est falt le boulon,
"+, on doit aveir;
. ‘r‘rFrésmnnl = F = q C . ’

q

5 S"'

q

S Exammons une section én T formée de
2 plaques d’acier et de 2 comiéres Ona:.

te=qe

- 'Donc r espacement des clous est iy

"dc m'émc_si le clou' est en double cisaillemient. - -

: :.Considérons uiie poutre en T, cdmposécs de2 planchEs collées
“ensemble dans un prenuier temps, puis clouécs da.ns un deuxnéme temps

B

) A e -
€ S-iavecq, -_-Y—S—-"a'- 8, = A,y_,_

! 7 ‘
‘ .e,:-S“% av-ec_ql QAY-'-S—!-‘-, S = A,y,‘ :
1 . B K

-Lorsque Ia poutrt: est chargée avec une’ .
“charge distribuée, on remplace la fonction &
linéaire de v par une foncuon en escaher,

on ar ‘

1




: Annexe

'L’EFFET RESAL

~'Dans la section droite
sont N, M et T, et la section
) ‘moyennc (T") présente les an
“des membrures supérieure et

~ ‘et inférieure sont B, et B,.

gles a, et 'a; avec ies fibres moyennes (F) et (T, )
mfcneure Les sectlons des membrurcs sup

- Figure 1 .-

- Dans les deux membrures les contramtes normales sont o cto‘,

S G N My 1_§ My,
- : et °?‘n

- Nous pouvons supposer que ces contmmtes sont constantes d

. car leurs épaisseurs sont petites devant v, et v,
—.Mais, les contraintes normales. éta
: membrures on peut admettre que cr et

ans les membrures

o, sont en fait les prOJectlons sur la fibre
_)
moyenne (F) des vecteurs contraintes f

vet f dmges selon (r) et (F)
(ﬁgunc2a) o

(Q) d uin ‘pont de hauteuf vanabie les SO”lCltﬂtlonS
drmtc a une forme en ca:SSon (figure 1). La fibre:

érieure

nt nécessaxrement canahsees par les -

L Les forces mternes developpées par les men1b1ures sont donc deux ft'f)rces
--;':'_0’131 et 0,8, (en supposant o et w, petits) dlrlgées selon (")) et (I";) E;)gurt:_

: 2b). Les cgmposantes o, B, g, et o, B, oy de ces forces selon Qy équilibren :

- donc une partu: dc l'cffort tranchant On pcut dong écrire:

T O'ZBZUQ GlBlal + J‘L, TdQ ) R } A

ou ; TR T- GszfizﬂLUlB!‘lt ]L“m D

: En general on, a o3B,0, >—qlB|0.1 si blen que Ies contramtes tangentes T
j‘equllhblent une partle de l’effort tranchant Tg ou effort tranchant ledult par
L effet Résal. ,




LLA TORSION

Une section (F) est soumise 4 la torsion pure si tous les facteurs de forces
sont nuls sauf fe moment de torsion qui sera noté M,, T, C ou M, si ox est I’axe

de ia torsion

La section circulaire est la plus efficace en torsion. Dans ce chapitre, on
trajtera la section circulaire en premier, puis on étudiera les tubes & paroi mince
et les sections ouvertes minces.

1. Sections circulaires

.
V),

1."
1
=

W W .

L WY
| . ¥

Gréce 4 la symétrie de la section circulaire autour de I'axe longitudinal, la

solution analytique est relativement simple, on la déduit A partir de ’équilibre et

la comptabilité des déformations.

Hypothéses de la théorie simplifiée;

Lorsque une membrure de section circulaire est soumise & un moment de

torsion, on suppose que:
1) Ses dimensions ne changent pas de fagon notable
2) Les diamétres demeurent droits aprés déformation

3) Les sections restent planes.

T.a seule déformation consiste donc en une rotation des sections
parallélement les unes aux autres,

B x I,::-q
(0 '

=z

=
N\
b
A
'{
s
i

=™

' £
e G

Considérons une partie déformée de la membrure de longueur A, . Et

isolons en outre I'élément situéd A r de Paxe x, cet élément a subi une
déformation de cisaillement 1,5 telle que:

_ lim  EE' lim rAp  rdg
Y8 Ax 50 BF  Ax—>0 Ax  dx
dep
LET Rl o ) 4]

La contrainte de cisaillement correspondante est 1,4 = G Yy

dp
= Gr—-
Tx0 fdx (2)




Remarques:

+ A cause de la symetne par rapport & ’axe des X, nous constatons que les
équations (1) et (2) ci- -dessus sont valables pour toutes le sections circulaires

- Dleines ou évidés.

e La déformation (distorsion) v, et la contramte de cisaillement T,s sont

directement proportionnelles au rayon.

= « y,p et T,¢ varient lindairement de zéro au centre. de la section a une valeur

. maximale au périmétre extérieur.
de

¢ s ‘appelle I’ angle de torsion unitaire et ll est constant

* Conditions d’équilibre:
Pour le trongon isolé en équilibre:

ZFH =ZFy = 0 ‘
M) =0 = Txg(l' ABAr)Ax - Tex(A" Ar)rAB
d'oll Ty = Tex .
T= {{dM, = [[r(t.edA)

A A

T= jj’rGr——dA
a1 244 = o2
_de HArdA—deIo

I =] = moment d'inertie polaire

T=6" a0 4 (3
dx

[}
]
[
1
'
[
]
)
1
Y
¥
G

!
!
|
|

a) Contraintes de cisaille- i
ment agissant sur un pcul &lément ;, by ré- |
partition de la contrainte de clsalilcm:nl I

.suar la section,

§i 1a section est creuse de rayon interne r; et de rayon externe r. alors:

T 2ga L 2 oDy oy Mgy g |
}-IrdA—J l'(2Hfdf)-z(fe‘fi)—ﬂ(dc‘di) |
T [ !
léquatlon (3)::»—{;(—:5 (4) . r ! !'
. 1
d'oll 1, =T G;%:I;— Gb | |
dA = dnrdr |
Tr |

1x6=T—T (5 L.

!

( = 1

enflexion ona O‘——I—- ;

L L T TL
Atp—jodcszGde G T

Remarques;

- Un ¢élément situé pres de Iaxe ccntral est soumis A une contrainte relativement faible. Il est
par conséquent évident que le matériau situé prés du centre d’un arbre plein serait plus
efficace s'il servait 4 augmenter le rayon extérieur=> arbre creux est plus résistant et plus
efficace pour la torston.

" Diagramme des moments de torsion:

Le digramme des momends de torsion est obtenu en appliquant la méthode des sections
et en faisant I'équilibre de chaque élément et en suivant la conventlon choisie pour le sens du
moiment positif.

Exemple: Pour la figure montrée:

AB : XM, =T =0 © doncT; =0
BC : M, =-100+T, =0 donc T; = 100kN.m
CD : YM, =-100+200+T; =0  donc T; = —~100kN.m

DE : M, =100+100+T, =0 donc T, = ~200kN.m
EF : .M, =200-500+T; = donc Ts = 300kN.m
1
2 Seobel,
togdul. ' _[/. ! 1’ :‘1 = 1
B [ \ f.l - |
a g 1 5 Iq A3 s °F ' :
L peban " P oo bty ' i
. p 35\ P '
Fom Y
m«»(’o:ﬁ G:/C.T,C v (O
1 | —'—%— ¢
3 Ive 3 Y Am Yy 5\} I
dw tov
EY-T:) :
L3 + . ;
o[ =+ T I
. - \pa | - | |




Cas des axes de moteurs:

Les arbres circulaires sont souvent des axes de moteurs ou de machines
tournantes. Au niveau du moteur, I'axe sera considéré comme encastré et
soumnis 4 un couple de torsion T dii au moteur. Au niveau des poulies ou des
engrenages, il existe des couples de torsion résistants dus aux systémes
mécaniques. '

1l sagit dans ce cas de déterminer le rayon de I'arbre de torsion,

connaissant les tensions dans les courroies ou les efforts au niveau des poulies
et la puissances du moteur. L ‘

La relation qui existe entre la puissance du moteur P, exprimée en Watts
(Joules/s ou N . m/s), la vitesse N, exprimée en radians par secondes (1

tour/minute = 2z /60 rad/seconde) ét le couple de torsion T développé par le -
 moteur, exprimé en N. m est: : ‘

T=P/N (N.m);[lq-?]l(rad/s}

. Si P est en chevaux-vapeur (1 HP = 745 watts) et N en tours par
minute on a: '

745 (HP)
T=715 X (N.m) “2n/60 (tours/ minute)

. Si P est en kilowatts et N en tours par minute:

1000 (xW)
= 9550 m) = ‘
T = 9550 43§ (N.m) 2n/60 (tours/ minute)

5

2) Tubes & paroi mince

Dans les tubes & paroi mince, 1’épaisseur est faible par rapport aux autres -

.dimensions, donc une section peut étre assimilée 4 sa fibre moyenne.

On admet que T = Ty est tangente au contour de la section (représenté par

Equilibre des moments: Y M/ix=0

T= fhishds -

{qds= force,h(s)=brasdelevier)
T=4q Ih(s)ds

h(s)ds= 2xaire dutriangle hachuré
(fig2.3a)

jh(s)ds =2A.

A= aive comprise & l'intérieur

du périmétre moyen (fig 2.3b)

— T
T=‘2 = =—— 7
A=q== (_)
q. T
T2 == — 8
£ 27At ®

- I’abscisse s) et répartie d'une fagon uniforme suivant I’épaisseur t.

)

L

q=xs = -[l Tys dn = Tyt
2 . S

1 1
1

|

* Conditions d’équilibre:

LE =094, =q,4,

= q, = g, donc le flux de
cisaillement q = q, = q, est constant
autour de la section méme si la

Dans la figure 2.2: i
|

. paroi change d’épaisseur.

q=it::>r=% ®)

q= _f ~ tdn = flux de cisaillement
‘ é"nusur

§ = constani

)

(b}
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Déformation angulaire des tubes 3 paroi mince:

Energie de déformationdue a T

. Le travail fourni par le moment de torsion
T pour obtenir un angle (distorsion) Ag
i est donné par '

d i . W=— TA(p
L’énergie de deformataon absorbée par un

élément SOllmlS a une contrainte de
cisaillement t est égale a:

, F |
a ) ‘ . '
e -dU—ltde;-:) U=—I—L11dv
j: W= U:»z'rmpu-—[t v

b ' :
A Arp:—j'tdv (9)
T T . 4V
S OV iy
2At 4AGHY t

dv=1dS=L t(s)ds = longueur du tube

Ag = TL (ds (int egration sur le contour)  (10)
—7 '
4A° G T U9 | | |
4A" ‘
Sionpose J=-—0 an
= ,

Nous obtenons une expression similaire & celle des sections circulaires.

TL -
Ap=—1 12
=5 (12)

J est appelée constante de torsion gui dépend umquement de la geometrle du
tube.

3- Sectlons rectangulalres et sections quelconques

Pour les sections autres que circulaires, la théorie 51mp11ﬁee de la torsion
n'est plus valable. I faut utiliser la théorie de 1’élasticité pour trouver une
solution analytique exacte, (MMC). La théorie de Saint-Venant qui est basée sur
la résolution des équations d’équilibre dans le cas de la torsion conduit & une
solution rlgoureuse basée sur la détermination de quelques coefficients
multiplicateurs qu’on donnera dans un tableau ci-cdessous.

3.1- Sections rectangulaires (bxh)

C B C ,
'}\ T A : - L’angle de 1orsion par unité de longueur
Wl ) est donnée par:
\— B
&
- . T 3
— dx
TL
A =
T

avec K = coefficient de proportionnalité qui s'appelle rigidité torsionnelle
(section circulaire : K = G Jp) ' :
K est donnée par: K=GC/hb (14
la constante C, est donnée dans le tableau ci-dessous.

La contrainte <,,, (au niveau du point A) est donnée par:

T
=—— 15
tm".A U,hbi ( )

A est Ie milicu du grand coté (cours MMC t,,, (A))

En B le milieu du petit ¢6té du rectangle

T
Tmax B B hbl
Les coefﬁments oeth dependent du rapport h/b et sont donnes dans le tableau
suivant:
Le coefficient C, et 1a coefficient C; = Cl/a sont aussi données dans ce tableau,

(1 6)

n = h/b 1 1,5 2 3 4

a=C,/C, 0,208 0,231 0,246 0,267 0,282 0,333

C 0,141 0,196 0,229 0,263 0,281 0,333

C, 0,675 0,852 0,928 0,977 0,990 1,000

B 0,208 0,270 0,309 0,354 0,379 0,448

g
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* Cas particuliers:

Pour n» 4 C,; et Cysont données par les formules approximatives suivantes:

Cl'=l(1—0’630) n— oo C,—)l
3 n 3

C,=1-

0.65
1+n*-

n— ® C,I—>1

* Section carré : 1, = ___T__! . :
0,208h° . N h
do __ T :
dx  0,141Gh Rk

. . . . . h y .
* Section rectangulaire trés aplatie: (E trés grand)

o= C| = % - o 9‘.
. AT ’
T = W ' ’
dg 3T
dx  Ghb’ b

3.2 Sections ouvertes & paroi mince

La théorie de 1 élasticité et |'expérience montrent que les contraintes et
'angle de torsion dans une barre de section rectangulaire trés aplatic ne
changent guére si on replie la section pour forrner des profilés minces (sans
changer le moment torsnon T).

] 17 "_'_"___I

Pour toutes ces sections les formules de la section rectangulaire aplatle restent
valables:

T d(p T
" T Vi T T

avech= longueul moyenne developpee dela sect;on
b= epalsseur

* D une maniére genérale nous pouvons decomposel un proﬁle mince en un
certam nombre de section rectangulaue mmce

4

oo

On peut admettre,” (sans grande erreur), que les différents rectangles de
dimensions (t, b)) qui composent la seclion résistent a la torsion
indépendamment 1'un de I"autre ; on peut donc écrire

_1 e__
=3 2b| t tel que "
Tt, T
(Tl)mu sEMTE

_Zb

( formules approchées, si b/)10 = trés bons résultats)


RGUIG Mustapha
Crayon 


S

- EWTP - RDM

% TORS ot x

TaHécur.‘
Seetlon \ wr" g
E . :
= Cdey niH L
3 —_— —— — —
3 0,200 (1 H) | {1-5)
- i .
e
4
£ T .
£ 53
g B LU Q,‘b n.
E4
2
13 -
- -]
=
Jn.
-
a
= -
o
[ - A
2
-f—'f nab? nadbd
w
=
. &
. e
= B
T3 .
% - V3.
‘ Eg "y 80 .
. g® :

SuMte du tableau J.

Section Wl‘.‘ T rg Y
: -
£
e
.a [ ™ L
= 7—3—5! Té:
2
o
E™
g1 32
LR
] ; 2
- o I — L}
H = Emu 3 El fl‘
3 2
%1 Y
g
g gt
:‘ zr.ﬂmln S%
g s
-
. .

- On a donné daus le tableau 3 po
tions les factouts giométriquea Wret

des contraintes et des angles de rotation ;

ur des barres de différentes sec-
Jyintervenant dans lea formules

=

EARNNA Vs aﬂr.oj»l«i:;

_ Mions L1
Ymax = "j, " =iy

n= & i by 0 i AL ’s | S
=F LA A 2.y 3 |5 |10 | =
Cg' 0,675 i 0,759 ‘ 0,908 | 0,930 | 0,768 | 0,985 1 0.9 o9e0 | toc0 | 1

e e : ‘

: C_J‘ ln,u.ox.! o,us!_ 0,146 | 0,238 ['0,259 ) 3,263 [ 0,291 2291 gzl +
- C ; . ) [ 3

[ ! ! : !
0(: C’l_ n 208 | 6,219 § 6231 | 0,246 | 0,258 1 n.267 | 0,282 | 0,291 | i} :
1 ' ! H : 3

L i s L e

L L WA




C ' .
ALCUL DES DEPLACEMENTS

INTRODUCTION :

Les stru
ctures sont S -
*acti congues (o
lda.ctlon des sollicitations gﬁiﬁ pour résister aux contraint
oit toujours vérifier que quelles elies sont 56\111]1' es. T s mécﬂﬂiques S0US
f:éag érées qui nuisent au fongg:, structures e Présent'enf U;Zf;msz le concepiont
mes ot & leurs équi nnement ou & 1! . des déflexd
é ‘e . Xions
quipements (revétements, pont ::gi(;na[t ion des structures elles
* ant, chﬁSSiS ) ) -

Par BXEmple .

en charpente métalli :
} .
| ique ; gt?cge/portée < 1/500 pour une
| , . outre princi
pour une poutre en BA : Ag):é};zrfil;)l o évier 4 11:0332 E;I:::gak
. 200 pout aire .
Afboree <1 depSOIr éviter de fissurer les cloisons:

QEFORMEE DES POUTRES

Equati - R
t]; ation de la courbe ¢élastique
ans cette sccti .
soumises 3 un moment n_élﬂn-. on étudicra la déformée d
&tant trds faible, | chissant; I'effet de I'efl es poutres droiles
aible, il sora négligé effort tranchamt sur la déformé
X - e

ors d
a
I
L e 1 flcx on, une PO“H’C CfiCCt‘l.le une rotauon  autour

centre de At *
rotauon g, ct GO droites resten droites apl%s déformation
s les
38 T3 t

Q.
(€~

"
e

o ——T 3‘: 2
- x}.,.(g.l’. .\
s - dx

P

Chapitre I

du=-ydo < £,

gy Ctant posiud jorsque ¥ est négaud
Avest dsspdasdx.ilvicnt: e =-yip et g=-YEP
My 1M
m—— i 1 . L o —
Er avet T T il vient: = El
La déformée de la poutre est fonction de 2 rigidité de la poulrc El <t
du moment fiéchissant.

En mathématigques. on démontre quel

1 aty 1 dxt
—— 3712

érant petites. on

dérormations

|e domaine Elastique. les

'. Dany
considérer? (dvldx)z - 0 donc Up = ‘dzvldxl
‘_1_1.1-“.- (;),e_.—lM(‘
et ' ax ] El . .
di(féremielie de 12 déformée dune

Cee  relation &L I'équation
ut point de la poutre of a:

en flexion. En to
en lout point

poutre

v(x) déflection de la poutre

v'ix) pente- de la déformée  cb tout point
 ga considérant les telations entre p. Vet M, il vient:

) 2 B .

M(;)-Elé.lll’-dlv'(x)
A

dx

3
v(n = e = -El ,d..l-%‘-l-—mv'(x)
dx

4
d v(:) = El VR

dY el —

PR ="y d
x
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[l

Chapitre T S
-_;_;,.;::;x‘f;a'»- Syt
Connaissant la dé[oﬁnée v(z) d'une poullt,, il est possib\e de trouver
M(x), vi(x) ot p(x)- Ipversement en imégrant 4 fois la charge ou 1 fois e Chapitre :\'
moment fléchissant. il vientl
- RV ®=pE :
EIV’(x)=Spdx+A=—V(x) Exemples
E.lv'(x)aju (pdx+A) 4x +B =M} 1-
'Elv'(x)-jM(x)dxA-C‘ ' M@=
g1v” (9 =-FF ¥
Elv ()= m (M(x)dx+Cb]dx +C I
] . . 2 ) . X c —
' o : ARG 1* \ $or T*
La double im_égﬂ_"mn se calcule Par (roncons de poutre SuT Lesquels 3
E et 1 sont constants et ol \'équmbn de Mi{x) est unique- : ’ glv ®)=" g-%"*‘ Cl‘“ C‘L
o ’ 2
Conditi i } i PL: c.=0 donc C=P—'—"'L
onditions 28T frontitres ! o o (Ly=0 soit Y o2
o Les conditions aux frontidres penncuém_ de calculef jes constanied 'PL3 c ?L3
cy e Cg ded expressions de v'ix) e de w{x) : R (=0 soits ~ * C1L+ C1=0 gone €773
. . . ' _ Les équal.ions de 1a pCl\lG et de 1a défﬂ!'m-ée sont:
Wﬂmﬂ . B P PL -
“ V’(X)”l"' ..._}—-+ —-—"""2
L \P =0 L% 3 =
B ey vo- L) :
-, Vinas Vi) = 0 N i ' T
" Vi) v (L) = Ymax 7 2 |
.. . L ) Pcurx=0.0ﬂ3 V'max’% A Vmax’-
. | e -
Ly ¥ Y2 vy =0
# L_.: vy=0
N - V(%)
c- Continuité June pouwtis . . T oaved A
) « méme déflection 3 gauche et 2
F \Fa o
[+ b~ < : droite  d'une coups . .
, % “) At ¢« meme angentt A gauche “©L. 2
drolte d'une COupes :
T ' @ = e
L— - ‘ ¥ A ==VA , soitt vila ='-.\V7_ o goit
+ A lm?oﬁsiun_ - ' ¢ s
v =V‘A 5ottt v'{(a) = v'2{0)}

R




[ R N TN S U

3-

L 5mL4'
Y17 )" Y max =" 382 E1

B T B LR T E T P

o, Wbl 3
- ax +C
Elv (x)= 24 - _ 13 x +Cix 5
v(a) = 0 donc Cz =0 : :

Lo ‘ oL

] © = = -

v(L)=0 donc * 24 + - 12 +CIL_O F[ Cl 24
Les équations de la pente et de fa défo_rméc sont:

3 3
vix)s 2 wx” , oL 2 _ ol
(x)= =i e X 22
4
L _3_ ol
ve g SR 24-‘]

. X . . L.
v(x) est maximum quand v'(x) = 0, soit quand x =50

P @x ) .
=M > o
) R . W
Elv'(xj=- 22—+ C, F_&;:__g%
. f =%
Wx
Elv(x) == 24 4{C11+C2 7 N ) .
. 3 o !
. : ) - Twl
v'(L)y=0 donc —-5—-"’1"- + Cl=0 el ;C!.= -
' 4 3 i ) 4
wl wl. ; - wl

V(L)=0. donc -~ 54

+T-L+§2=0 et Cz=——8—._,

.

Donc les équations de la jcm:. ot de li déformée sont:

3
L|_wx , oL
v (X)B-Ei - A + I3
1 4 oL’ ]
o L] wx [ PR :
vOO=gim2a T e F T3
3
R wl - wl.
hx=0.vmu=-t—5-]—£—l- €U Y x> S ET
c ¢ néral
Sur ABO<xg4.

Elv’l(x) =20x
Elv(x)= 1027+ C,
3
EIvl(x) =3,3x" + C]xr+_C2

SurBCO<x<4
\o
. 1 ' S A [
Elv 2(:t)——'i:( + 80 _ 7}. b m _%
EIV‘Z(x)=-1,6x3+80x+C - t2

; | /1
o 4 2. ;
Elvz(x)f—0.4x +40x +C3x +C4‘

vi(0)=Cp=0 donc C2=0 :
vl(4)=v. 2(0)_ so.u -160+CI=C3_
Vl(4)=vz(n) so.u '213+4C13C4

(=0 > 0P +640+Cs1Cu =

La demitre équation devient: 747 + (160 x 4) + 4Cy + 213 + 4C; =0
soit Cy = - 200, C3 = - 40, C4 = - 587
Les éqaalions de la pentc ct de la déformée sont telles gque:’
¥ 1 2
v’ (x) -E—l(mx -200)

Osx<g4)
1 3
v =t (3,33%7 - 200x) _ -
e (L ged? B
v, (&)= EI( 1, 66x7 + 80% ~40) |
: ‘ O<x<4)

vz(x)=-é-—l-(—U.4ix4+-40x?—40x—537) -
A mi-ponée:

\;;1(4)=v'2(o)=—401 EL et v (4)=v (0)=—587/ EI

. Si E =200 000 MPa = 200 x 108 kN/mZ ¢t I = 108 mm?* = 10-4m*?, on a:

Vi) = 0,002 rad=0,1"r,

v1(4)=29.3 mm (vers le basg

EXEMPLE

La poutre ABCD, reposant sur des appuis sirples en A et en D, est soumise
en B 4 une force concentrée de 16 kN (fig. 5.4). La section transversale de la
poutre est de 60 mm x 30 mm, et le module d’élasticité du maténau est de
200 GPa ; on demande de calculer 1a fléche de la poutre au point C.

16 kN

-
-

A ) ¥:] C D R
5 mm
wmimm L
. mm
fa} Pl mp—i m—t——2 m———-+4 kN - (b -

1
1
12N 16XN |
r
1

H 1¥lng, *= 29,1 mm

5

_I_[,__,;rm b

e 177 m -

Ll £ = 200 GPa

o= 286 mm
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G o9 oalel & o

Relations entre déplacements et déi‘urmatmns .

Par définition, A ,,p et » (azul(x) 2lx), m(x)) sont les déformatlons de la poutre au

point G. La figure ci-dessous montre les déplacements du point G d’abscisse x
occasionnés par les déplacements relatifs des sections d’abscisses fet&+dd.

Dans I'hypothése des petits déplaccments(HPP), ces déplaccmcnts sont :
Selon Gox © pdéE \

. Selon Gpy : /'t'.d§+(x.—-§)ax1§ .
En rotation : @d &

1y, Vo et Bg étant les déplacements du point G, , il en résulte que les deplacements '

totaux du point G sont :
Selon Gox : u() =1y, + j' w(E)d £

Selon Goy : v(X) = vo +0ox +. j (x- Qe ':‘)df"'f Agae
_Enrotation: &x)=46,+ _[ o(&)de

B En dérivant ]es trois expressmns précedentes on obtlent

= ) T y(;-—~

= 8, +_[w(¢ a'§+.1(x) 9(1)+;L(x) : Ouiencore. ,l(x)=E;—6(.x)'
d¢9 S _-‘,_‘wx=_
2 _ o) e

_,él’éncastrement 8,=0=0, +2L

FORMULES DE BRESSE '
1- Etablissement des formules : Pour une poutre & plan moyen les relations

‘entre'les déplacements u, v et 6, et les déformations A p o sont :

W) = v, +I’y(£)'d¢
v(x) = v, + Q,x+[
x) =6, +j

d§+[ Meg)ag

Par ailleurs, nous avons établi que si les mawériaux suivent la loi de Hooke les
déformations sont fonctions des sollicitations par les formules : :

N T LM
HMTEs *Tes, CTE

D’ol en portant dans les expressions précédentes on obtient les formules de

" Bresse :

w(x)=uy + R ESdg o
v(x)‘—-vo+9.x+J. (x—g)E

el
ox)=6,+ [ 2 dt |

Ou encore, en négllgeant les déplacements dus aux efforts normaux et aux efforts '
tranchants

v{x)=v, + 9"3-+ r(x - f)%dg
&x)=0,+ [ #d‘f
2- Exemple d’application :7 _
. X1 :
< ‘ /
e
l /

1 - Px?
9(x)=ed+}§£P $d =8 +50 -
i

- -
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donc 6(x) = —m(l’ -x?)

v(x)=vd+6‘x+—E,—I-£P§(I'f§)d§ _

PP +P_x=

T 281" 6EI

ey bid Px vl:P_l’
AE 6EI 4738

V=V

rr pi 2, Px’

A= S Y h

mmmmm

THEOREME DES TRAVAUX VIRTUELS

-Définitions ;

Etat sollicité : 1a pbutre {ou la structure, en pénéral) est soumise a des actions
qui forment un systéme nul : la poutre (la structure) est en équilibre. '

Ftat déformé; La poulre {ou la structure, en général) est déformée, la

. déformation étant quelconque c.a.d. virtuelle par rapport a I’état sollicité.

‘ Enonéé:- .

Le travail externe T, des actions du systéme sollicité dans les déplacements du

systéme déformé est égal au travail interne T; des contraintes internes dans les

déformations internes du systéme déformé,

Démonstration ; voir MMC -

~ Schématisation : .
Etat sollicité ' - Etat déformé
Actlons ' L%) Déplacements
. ()
H\, //‘ L f'\' w’)
: —
Guu

Sollicitations -~ ' Déformations

N N

V
M - l(-t)=*‘-0(x)=—§
: : b
(=20 _M
R TH
si torsion ==
=G,

Contraintes o

o : e déformation longitudinale

1 : ‘ y distorsion
En général,

. . . ‘
T, ='E Qivi+H;u+I6,+ j(qv+ hu+y0) dx
. o .

-
Ti= [(Nu+VA+Mo)dz
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FLAMBEMENT

ETUDE D’UN CAS ELEMENTAIRE

1-

1 Calcul avec une force secondaire :

\ 1-1 Calcul avec une JOTER 52222

La poutre AB, de longueur 1

]

\ ‘ F gst infiniment rigide. (Figure 1
; i Y ':P Le point A est fibre, et le

b ] PRI 1 point B est un encastrement

élastique, c'est & dire que la
poutre s"incline d’un angle 6
[ ‘?- tel que M= K8 si Je moment
au point B est M.
La poutre AB est chargée en A
B - per 1a force F verticale et par
1a force secondaire g
\ e ' ‘ horizontale.

Le moment au point Bse
compose de deux termes qui
sont en supposant que I’angle
o est petit .

Figwe 142 Flambement global. ajeth)
Mcmbrures ¢n compression; ¢} arche. :

.
wt

M, =21 4@ i 1a force &
M, = o dii ala force ¥

Flgae 143 Déversement intbral dunc
poutre soumisc & un momenl puf.

soit un total : M=M,+M, =@+ HO

n

Tamb 1 tocal ou voil 1 (fig. 14.4). Celype de Nambement, qui affecte
les sysidmes auL parois schativement minces, st manifeste paf Yapparition d’on-
dulations dans la paroi. Ces Talations sonl orientées dans une direction nor-
male & celle de la conirdinte de compression. On pcu!.prévoir jes effets de ce '
mode de lambemend : nous €n disculerons bridvement 4 |a Rin de ce chapitre.

Fn écrivant M =Ko on obtient 1a valeur de 6 qui définit 1a position d’équilibre ©

7)1
Ko = @k+ F1o solt B = LTt

Cette expression de 6 montre que si F dépasse la valeur I—{f,e n'est plus
déterminé : la structure st instable.
La force F = % s’appelle la force critique de la structure

Remarquel: 12 force critique F ne dépend pas de la force secondaire
1%

Remarque2:. St F(F,, il existe un &tat d’équilibre défini par 8= 1—{7%

qui est fonction de 1a foree secondaire &.




1-2 Calcul sans force secondaire :

Supposons @~ 0. Alors, I'équation qui définit es’écrit: Ko =Flo
: ' oue (K-F)=0

Deux cas sont possibies :

(i) 8 =0 :ilyaéquilibre sans inclinaison

(i) K-Fl=0 F=F.~ —KE— o esf indéterminé : il n"y a pas d’équilibre

Remargue :  Si F(F_1'état d’équilibre est assuré sans déplacement :

1-3 Résolution exacte :

Dans le cas précédent : @ =0, éctivons "équation de 1"équilibre en n utilizsant
pas la simplification i ;
g=sino :Ona:Ko =FiEsin o
. |
Soit en posant A = PR =2 i
F K A :

[

La fignre 2 montre que si A(1, soit F(F, les deux courbes sin & ot % ne donnent’ ;':; '

pas d’intersection pour 60 : L4 pdutre est en équilibrg avec 6 =0. £
Si A)l soit F)F, Pintersection des deux courbes donne la valeur de Vl’angi‘é}--}ﬁ
8 d'équilibre. S : ' :

i

que F dépasse la valeur critique Fe.

Le tableau suivant qui donne les valeurs
numériques de F/F. pour 8 = 10, 20, 30,
" 40 degré le montre. ‘ '
entraine des grandes déformations pour
lesquelles Jes matériaux sortent de leur
domaine élastique, entrainant ainsi la
ruine de la structure.

0 10 20° E R
i YL 1,005 1,021 1,047 1,086

I"instabilité intervient brutalement lorsque F atteint lavaleur . .

Mais la variption de 6 est trés rapide dés

Dans la pratique, le dépassement de Fe.

1-4 Calcﬁl utilisant I’ énergie :

La poutre est soumise d’abord 4 la
force verticale F qui reste constants,
puis 4 la force qui varie de 0 & .

Quand la force & varie de 0 & 1%

s | T T
“__—P‘ | . Q,

(4] pour atteindre la position d’équilibre
définie par @, le travail des forces
B L externes est
) * : W= Wp +Wg
¢ igquire 3

W,=FA=Fﬂl—cose)ﬁ1Flez did F
{\vcc: 1 1 2
W0=-2—@Esinez§®h3 dia &

Remarque ; i n’ y a pas le coefficient % devant FA car F reste constant

pendant le déplacement, et il y & le coefficient —1i devant

@l §in® car 3 varie de 03 @ pendant le déplacement.
) e 1 1.,
Le travail des forces internes est @ W, = EMG = EI&B

En écrivant W, = W, on obtient :

Toet s lomw - I omsoit 0= 2t

2 2 2 K-R

Lorsque la force F est appliquée, le travail développé par & pour obtenir le
déplacement © est:

1 1 1
Wy =W, ~ W= EKe’ -Eme’ = E(K- 313

Or d’aprés le théoréme de Lejenne-Dirichlet, pour que la stabilité soit assurée, il
faut que W, soit positif. '

1

2
Nous retrouvons bien les résultats obtenus plus haut.

Soit: Wy = (K- ﬁn)e’m ou K~ F0 ou F(F, - % _




"2- ETUDE D'UNE POUTRE ENCASTREE A SA BASE

2.1 Calcul avec une force secondaire horizontale : '
La poutre AB de longueur f de

. soumise aux forces F et &,
La flche prise par la poutre dans sa
position d'équilibre est w(x).

ol L

- Figure 4. Avec

M, - @t-Fv{f)=0

‘M(x) =M, - Fy(x) - @x

7 Ct?w L‘ La fléche v(x) est donnée par
e AV M
I’équation différentielle : e &
Sont d% Fy- -I—[M,, - @2x]
dx EI EI -
. En posant K*=F/Elona:
o M, -Bx
v(x) = AsinKx + BeosKx + —-LF—H}—{

A, B, Mo sont des constantes,

de I'équation.

Ti reste 4 calculer les trois constantes A B M, en exprimant les conditions aux
limites : ' ‘

ngldltc 'FI encastrée en A est

" Pour gue Uéquilibre soit assurc,':
PPencastrement ~ développe = les
. réactions F @ M, portées sur la

. Le moment au point d’abscisse xest

est une solution particuliére évidente .

|
'

s
W0)=0 dod 0=B+—2 B——%‘L

(1): [ﬂ) -0 dod AK-Z-0 a-Z
dx ‘ F . KF

(iii): M, - @t-Fv(f) =

d'oi M, ~ 28— FAsinKE— FBcoskE— M, + @L= 0

2. ' '
—YsmKPiMncosK?.:O:a Mn=glgl(ﬂ.

_ Soit :

Y(x) =V%[5inKx—‘ tg K!éogl(x + tg K8~ Kx]

L'équilibre est assuré lorsque v peut étre calculé, c’est & dire lorsque tg KD est

déterminé

11 y a donc instabilité pour

K== +nll=—{1+2n)

== -‘-'? f‘ (1+2n)
l'l‘EI

R

n 0 donne la valeur de F, la plus faible : F, = T est la force critique de la

(i+2n)

poutre ou force critique d’Euler
Remarque 1 F. ne dépend pas de &

Remarque 2 Si F<F, il existe un état d’équilibre défini par la fléche v(x)
dont I’expression a été calculée
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6- FORCE CRITIQUE D EULER ET REALITE

6-1 Matérlau élasto-ulashque l’acu:r

La contrainte est donnée par

o - IPE .. . e .
: o o Oz Seit og Ia contrainte de -

" limite d’élasticité de I'acier. Pour -

éviter la ruine, il faut donc vérifier ;

- : :,an .
cr(crc I

o {de

La figire 11 donne la frontiére & ne e
. pas dépasser en fonction de -
. I"élancement. En fait, compte’ tenu

— counbe Unids u*-'-““—‘\(-u " des forces  secondaires et des.

O

'y!r_

Catt tewnhe Limake \“-Qﬁ-l - excenttements des forces , la.
%‘W A4 . . contrainte o, est atteinte pour des - .
: S forces plus faibles. Ainsi, la courbe .

- limite &st dlsposée sous la courbe
7 prccadente Ce sont des courbes forfaltmrcs scmblablcs qu1 sont codlﬁees par les$

régles de constructlon métalhque
'

6-2 Matériau complexe : béton armé

Le terme EI, ou plutdt le rapport entre le moment M et larc'ou,rburc est une -
_fonction décroissante de 1’effort normal N et du moment M, & cause de la non
- élasticité du béton et de sa fissuration. Ainsi , des procédés de calcui spéciaux

sont nécessaires mais ne sont pas développés ici.
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