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Cet ouvrage est la onzième édi�on du Cours pra�que de résis-

tance des matériaux, en�èrement revue, augmentée et mise à 
jour. Accessible à toute personne ayant une culture mathéma-
�que du niveau du baccalauréat scien�fique, il a été rédigé à 
l’usage des techniciens de génie civil appelés, à l’occasion de 
leur profession, à dresser de pe�ts projets d’ouvrages d’art ou 
de bâ�ment.

Plutôt que l’exhaustivité et la théorie, l’auteur a recherché 
à faire de cet ouvrage un outil pratique comprenant de nom-
breux exemples concrets, accompagnés d’exercices avec leurs 
solu�ons.

Il ne s’agit donc ni d’un cours purement théorique, ni d’un cours 
complet à des�na�on d’ingénieurs, mais d’un cours pra�que 
élémentaire (tout en étant rela�vement complet), ne compre-
nant aucune démonstration, mais contenant de nombreux 
exemples concrets ainsi que des exercices que le lecteur est 
invité à résoudre. Afin de perme�re de vérifier l’exac�tude de sa 
solu�on, les réponses sont données à la fin de chaque exercice.

La connaissance approfondie de ces notions de résistance 
des matériaux permettra par la suite de s’intéresser aux 
différentes techniques de construction  : béton armé, 
béton précontraint, construction métallique, construc-
�on bois, construc�on maçonnerie, etc.  
 

Jean-Claude Doubrère, est Ingénieur général des Ponts et Chaussées 
honoraire, il a étudié et fait réaliser de nombreux ouvrages de génie 
civil dans les domaines des travaux mari�mes (jetées, murs de quai, 
appontements, tant pour des ports de commerce que pour des ports 
de plaisance) et des travaux rou�ers (ponts en acier, béton armé et 
béton précontraint, murs de soutènement, etc.). Il enseigne depuis 
plus de trente ans la résistance des matériaux et le béton armé.
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Chez le même éditeur

Eurocode 2

J.-M. Paillé . – Calcul des structures en béton, G12043, 2009.
J. Roux. – Pratique de l’eurocode 2 (tome 1), G12044, 2009.
J. Roux. – Maîtrise de l’eurocode 2 (tome 2), G12160, 2009.

Y. Benoit , B. legRand , V. tastet. – Calcul des structures en bois,  2e édition, 
G12481, 2009.

M. HuRez , N. JuRaszek , M. Pelcé. – Dimensionner les ouvrages de maçonnerie, 
12280, 2009.

V. davidovici. – Constructions parasismiques (à paraître).

Le  programme  des  Eurocodes  structuraux  comprend  les  normes  suivantes,   
chacune étant en général constituée d’un certain nombre de parties :

EN 1990 Eurocode 0 : Bases de calcul des structures

EN 1991 Eurocode 1 : Actions sur les structures

EN 1992 Eurocode 2 : Calcul des structures en béton

EN 1993 Eurocode 3 : Calcul des structures en acier

EN 1994 Eurocode 4 : Calcul des structures mixtes acier-béton

EN 1995 Eurocode 5 : Calcul des structures en bois

EN 1996 Eurocode 6 : Calcul des structures en maçonnerie

EN 1997 Eurocode 7 : Calcul géotechnique

EN 1998 Eurocode 8 : Calcul des structures pour leur résistance aux séismes

EN 1999 Eurocode 9 : Calcul des structures en aluminium

Les  normes  Eurocodes  reconnaissent  la  responsabilité  des  autorités  réglementaires 
dans  chaque  État  membre  et  ont  sauvegardé  le  droit  de  celles-ci  de  déterminer,  
au  niveau national, des valeurs relatives aux questions réglementaires de sécurité,  
là où ces valeurs continuent à différer d’un État à un autre.
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Intro  duc  tion
Le cours déve  loppé dans les pages sui  vantes a été rédigé à l’usage des tech  ni  ciens 
de génie civil appe  lés, à l’occa  sion de leur pro  fes  sion, à dres  ser de petits pro  jets 
d’ouvrages d’art ou de bâti  ment.

Il ne s’agit donc :
ni d’un cours pure  ment théo  rique, –
ni d’un cours complet à des  ti  nation d’ingé  nieurs, mais d’un cours pra  tique élé - –
men  taire (tout en étant rela  ti  ve  ment complet), ne compre  nant aucune démons  tra -
tion, mais conte  nant de nom  breux exemples concrets ainsi que des exer  cices que 
le lec  teur est invité à résoudre. Pour per  mettre au lec  teur de véri  �er l’exac  ti  tude 
de sa solu  tion, les réponses sont don  nées à la �n de chaque exer  cice.

Cet ouvrage est acces  sible à toute per  sonne ayant une culture mathéma  tique du 
niveau du bac  ca  lau  réat scien  ti  �que.

La connais  sance appro  fon  die de ces notions de résis  tance des maté  riaux per  met  tra 
par la suite de s’inté  res  ser aux dif  fé  rentes tech  niques de construc  tion : béton armé, 
béton pré  contraint, construc  tion métal  lique, construc  tion bois, construc  tion maçon -
ne  rie etc.

Les uni  tés de mesure uti  li  sées sont les uni  tés légales du Sys  tème Inter  na  tional (S.I.) :
lon  gueur : le mètre (m) ; –
masse : le kilo  gramme (kg) ; –
temps : la seconde (s) ; –
force : le newton (N), force impri  mant à une masse de 1 kg une accé  lé  ra  tion de  –
1 m s

2
$

-  ;
tra  vail et éner  gie : le joule (J) égal à 1 mètre  – # newton (mN) ;
moment : le mètre  – # newton (mN) ;
pres  sion et contrainte : le pas  cal (Pa), cor  res  pon  dant à 1 N/m – 2 ;

Outre les uni  tés de base citées ci- dessus, on trouve par  fois des mul  tiples, par 
exemple le bar, cor  res  pon  dant à une pres  sion de un décanewton par cen  ti  mètre carré 
(1 daN/cm2), rap  pe  lant l’ancienne unité cou  rante kilogramme- force/cm2 (1). Ainsi 
le kgf vaut 9,81 N, valeur assi  mi  lée sou  vent à 10 N, soit 1 daN. Le bar cor  res  pond 

1. Rap  pe  lons en effet que le kgf était la force impri  mant à une masse de 1 kg- masse une accé  lé  ra  tion 
égale à l’accé  lé  ra  tion de la pesan  teur, soit envi  ron 9, 81 m s

2
$

- .
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à 105 Pa. L’hecto bar (hb), uti  lisé sou  vent en construc  tion métal  lique, rap  pelle le kgf/
mm2. Il vaut 107 Pa.

De la même manière, l’ancienne unité tonne- force/m2 cor  res  pond sen  si  ble  ment à 
104 Pa.
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1
1.1. FORCES ET MOMENTS DE FORCES

1.1.1. FORCES

1.1.1.1. Notion de forces
Quelle que soit leur nature, et quelle que soit la façon dont elles se mani  festent (à 
dis  tance ou au contact de deux corps), les forces (par exemple le poids d’un corps), 
sont, en résis  tance des maté  riaux comme en phy  sique tra  di  tion  nelle, des gran  deurs 
vec  to  rielles.

Il faut donc, chaque fois que l’on consi  dère une force, recher  cher :
la droite d’action (la direc  tion), –
le sens, –
le point d’appli  ca  tion, –
l’inten  sité. –

La droite d’action• 
Si une force s’exerce, par exemple, par l’inter  mé  diaire d’un �l tendu, la droite 
d’action de la force est celle que maté  ria  lise le �l. De même, si une force est trans -
mise par une tige rigide, cette tige maté  ria  lise la droite d’action de la force.

Le sens• 
Le sens d’une force est celui du mou  ve  ment qu’elle tend à pro  duire ; si force et 
mou  ve  ment sont dans le même sens la force est dite motrice ; dans le cas contraire, 
la force est dite résis  tante. Par exemple, les forces de frot  te  ment sont des forces 
résis  tantes.

Notions  
de sta  tique
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Le point d’appli  ca  tion• 
Si un solide est tiré par un �l ou poussé par une tige rigide, le point d’appli  ca  tion est 
le point d’attache du �l ou le point de contact de la tige.

Dans le cas du poids d’un corps, le point d’appli  ca  tion est le centre de gra  vité de ce 
corps.

L’inten  sité• 
L’inten  sité mesure la gran  deur de la force. Elle s’exprime en Newton (N).

1.1.1.2. Équi  libre d’un solide sou  mis à des forces concou  rantes
Nous consi  dé  re  rons suc  ces  si  ve  ment des forces oppo  sées (sup  por  tées par le même axe), 
et des forces concou  rantes (dont les lignes d’action passent par un même point).

Deux forces égales mais oppo  sées s’équi  librent.

En effet, les vec  teurs qui les repré  sentent sont des vec  teurs glis  sants oppo  sés, dont 
la somme est nulle.

L’équi  libre des appuis ou des �xa  tions amène ainsi à envi  sa  ger l’exis  tence de forces 
de liai  son (ou de réac  tion) oppo  sées aux forces de sol  li  ci  ta  tion.

Par exemple, dans le cas du point d’attache B de la �gure 1.1, sol  li  cité par la trac  tion 
du �l, l’équi  libre du sys  tème n’est pos  sible que s’il existe, au point B, une réac  tion 
R  égale, mais oppo  sée, à la force de sol  li  ci  ta  tion F .

Figure 1.1. Forces oppo  sées.

De la même façon, consi  dé  rons un �l non pesant tendu grâce à l’action de deux 
forces F  et Fl, égales et oppo  sées, appli  quées res  pec  ti  ve  ment en C et D ; l’équi  libre 
des points C et D jus  ti  �e l’exis  tence, en ces points, de forces de liai  son T  et Tl, 
égales et oppo  sées à F  et Fl.

L’inten  sité égale de ces forces T  et Tl mesure la ten  sion du �l.
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Forces concou  rantes• 
Ce sont des forces dont les droites d’action passent par le même point.

La résul  tante R  de forces concou  rantes est repré  sen  tée vectoriellement par la dia  go -
nale du paral  lé  lo  gramme construit sur les vec  teurs �gu  rant ces forces.

L’abs  cisse du vec  teur résul  tant est égale à la somme des abs  cisses des vec  teurs 
compo  sants. Il en est de même en ce qui concerne les ordon  nées (�gure 1.2).

Figure 1.2. Forces concou  rantes.

Inver  se  ment, on peut décom  po  ser une force F  en deux forces compo  santes concou -
rantes por  tées par deux axes OX et OY, en reconsti  tuant le paral  lé  lo  gramme 
pré  cé  dent.

Si un solide est sou  mis à plu  sieurs forces concou  rantes, on déter  mine la résul  tante 
de l’ensemble en construi  sant le poly  gone des forces. Par exemple, dans le cas de 
la �gure 1.2, à par  tir de l’extré  mité A1 du vec  teur F1, on porte un vec  teur A A1 2 , 
équi  pollent (2) à F2 . À par  tir de A2, on porte un vec  teur équi  pollent à F3, etc. Le 
vec  teur OA4  ainsi obtenu est la résul  tante des quatre forces , , ,F F F F1 2 3 4 .

1.1.1.3. Équi  libre d’un solide sou  mis à des forces paral  lèles

Forces de même sens• 
La résul  tante de deux forces FA  et FB paral  lèles et de même sens est une force paral -
lèle à ces deux forces, de même sens qu’elles, et d’inten  sité égale à la somme de 
leurs inten  si  tés (�gure 1.3, page sui  vante) :

 R F FA B= + . (1.1)

2. Un vec  teur équi  pollent à un autre vec  teur est un vec  teur de même inten  sité et de même sens, placé sur 
la même droite d’action ou sur une droite d’action paral  lèle.
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Figure 1.3. Forces paral  lèles de même sens (à gauche) et de sens contraires (à droite).

D’autre part, le point d’appli  ca  tion de la résul  tante R  est un point C situé sur le 
seg  ment AB, entre A et B, tel que :

 F CA F CBA B# #=  

Forces paral  lèles et de sens contraires• 
Deux forces FA  et FB paral  lèles et de sens contraires (�gure 1.3) admettent une 
résul  tante R  paral  lèle à ces forces, du sens de la plus grande, et d’inten  sité égale à 
la dif  fé  rence de leurs inten  si  tés :

 R F FB A= -  (1.2)

D’autre part, le point d’appli  ca  tion de la résul  tante R  est un point C situé sur la droite 
AB, à l’exté  rieur du seg  ment AB, du côté de la plus grande compo  sante, et tel que :

 F CA F CBA B# #=  

Compo  si  tion de forces paral  lèles• 
Pour compo  ser un nombre quel  conque de forces paral  lèles, il faut d’abord consi  dé -
rer toutes les forces de même sens, et on les compose deux par deux jus  qu’à trou  ver 
leur résul  tante en appli  quant la règle (1.1).

Puis il faut réité  rer la même opé  ra  tion pour toutes les forces de l’autre sens en appli -
quant éga  le  ment la règle (1.1).

On obtient ainsi deux résul  tantes par  tielles, paral  lèles et de sens contraires, aux  quelles 
on applique la règle (1.2). La résul  tante géné  rale passe par un point appelé centre 
des forces paral  lèles.

Si les deux résul  tantes par  tielles ont la même inten  sité, elles consti  tuent un couple 
de forces.
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Pro  prié  tés d’un centre de gra  vité• 
Le centre de gra  vité G d’un solide, point d’appli  ca  tion de son poids, a les pro  prié  tés 
d’un centre de forces paral  lèles.

1.1.1.4. Types de forces de la résis  tance des maté  riaux
Nous ne consi  dé  re  rons dans la suite de l’ouvrage, que des forces situées dans un 
plan, ce plan étant en géné  ral un plan de symé  trie ver  ti  cal de l’ouvrage étu  dié, (par 
exemple, le plan de symé  trie d’une poutre de sec  tion en forme de té, comme indi  qué 
sur la �gure 1.4).

Figure 1.4. Forces appli  quées à une poutre à plan moyen.

Les forces appli  quées aux ouvrages peuvent être :

Figure 1.5. Charges concen  trées.

soit des forces dites  – concen  trées (par exemple, la réac  tion don  née par une arti  cu -
lation, ou encore l’action d’une roue d’un véhi  cule). Ces forces sont appli  quées en 
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réa  lité sur une petite sur  face, mais sont assi  mi  lées, le plus sou  vent pour le cal  cul, 
à des forces ponc  tuelles ;

Figure 1.6. Charges répar  ties.

soit des forces dites  – répar  ties (par exemple, le poids propre d’une poutre ou la 
sur  charge cor  res  pon  dant à une couche de neige).

Les forces, repré  sen  tées par des vec  teurs, sont comp  tées posi  ti  ve  ment si elles sont 
diri  gées du bas vers le haut, et néga  ti  ve  ment dans le cas contraire.

1.1.2. MOMENTS DE FORCES

1.1.2.1. Moment d’une force par rap  port à un axe
Fai  sons l’expé  rience sui  vante :

Figure 1.7. Moment d’une force par rap  port à un axe.

Une roue à gorge de centre O et de rayon R (�gure 1.7) est pla  cée de manière à 
tour  ner libre  ment autour de l’axe hori  zon  tal perpen  di  cu  laire en O au plan de la 
�gure.
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Un �l entouré autour de la gorge et �xé à celle- ci par l’une de ses extré  mi  tés, sup -
porte à son autre extré  mité un poids P .

Sous l’action de ce poids, la roue a ten  dance à tour  ner dans le sens de rota  tion 
des aiguilles d’une montre. Pour l’empê  cher de tour  ner, il faut atta  cher en un point 
quel  conque A, par l’inter  mé  diaire d’un autre �l, un poids Pl d’inten  sité suf  �  sante. 
On obtient ainsi un équi  libre stable. En effet si l’on écarte la roue de cette posi  tion 
d’équi  libre, en la fai  sant tour  ner légè  re  ment dans un sens ou dans l’autre, elle y 
revient d’elle- même après quelques oscil  la  tions.

Si l’on trans  porte le point d’attache du poids Pl en un autre point B ou C, situé sur 
la ver  ti  cale de A, l’équi  libre sub  siste.

D’autre part, on constate que le pro  duit P d#l  est égal au pro  duit P # R. Les pro -
duits P d et P R# #l  repré  sentent les moments des poids et PPl  par rap  port à l’axe 
de rota  tion.

1.1.2.2. Équi  libre d’un solide mobile autour d’un axe

Figure 1.8. Posi  tions d’équi  libre.

Un solide mobile autour d’un axe hori  zon  tal est en équi  libre lorsque son centre de 
gra  vité est situé dans le plan ver  ti  cal pas  sant par l’axe. Géné  ra  le  ment, on obtient 
ainsi deux posi  tions d’équi  libre (�gure 1.8) :

une pour laquelle le centre de gra  vité est situé  – au- dessus de l’axe : l’équi  libre 
cor  res  pon  dant est instable ;
une pour laquelle le centre de gra  vité est situé  – au- dessous de l’axe : l’équi  libre 
cor  res  pon  dant est stable.
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1.1.2.3. Théo  rème des moments
Un solide mobile autour d’un axe est en équi  libre quand la somme des moments, pris 
par rap  port à cet axe, des forces qui tendent à le faire tour  ner dans un sens est égale à 
la somme des moments des forces qui tendent à le faire tour  ner en sens contraire.

On trouve une appli  ca  tion de ce théo  rème dans l’équi  libre des balances, mais éga  le -
ment dans l’équi  libre de cer  taines poutres.

1.1.2.4. Les couples de forces
Comme nous l’avons indi  qué ci- dessus au para  graphe 1.1.1.3 un couple est un 
ensemble de deux forces paral  lèles, de sens contraire et de même inten  sité. Le plan qui 
contient les droites d’action des deux forces du couple est appelé plan du couple.

Consi  dé  rons un solide mobile autour d’un axe O (�gure 1.9). Appli  quons à ce mobile 
un couple de forces dont le plan est perpen  di  cu  laire à l’axe de rota  tion du solide.

Figure 1.9. Couples de forces.

Diverses expé  riences montrent que l’effet du couple sur le solide est indé  pen  dant de 
la posi  tion des droites d’action des forces du couple par rap  port à l’axe de rota  tion, 
pourvu que la dis  tance d de ces droites d’action ne change pas.

On retrouve aisé  ment ce résul  tat par le cal  cul. En effet :
s’agis  sant d’un couple, la résul  tante géné  rale des forces est nulle, –
quant au moment, il est égal à  – d F d F (d d ) F d1 2 1 2# # # #+ = + = , quelles 
que soient les valeurs res  pec  tives de d1 ou de d2.

On constate donc que le moment d’un couple de forces est le pro  duit de la dis  tance 
des droites d’action des deux forces (3) par leur inten  sité commune.

D’autre part, si l’on fait varier simul  ta  né  ment la force F  et la dis  tance d, de telle 
façon que le pro  duit d # F reste constant, l’effet du couple reste le même ; il en 
résulte que la gran  deur carac  té  ris  tique d’un couple est son moment.

L’unité de moment est le mètre # Newton (mN).

3. Dis  tance appe  lée sou  vent « bras de levier du couple ».
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Le moment d’une force est posi  tif si la force est diri  gée vers la droite pour un obser -
va  teur situé au point par rap  port auquel est pris le moment, néga  tif si elle est diri  gée 
vers la gauche (4).

1.2. ACTIONS ET RÉAC  TIONS

Consi  dé  rons une masse ponc  tuelle quel  conque ; celle- ci est en équi  libre :
soit si elle n’est sou  mise à aucune action (ou force) ; –
soit si la somme des actions (ou forces) qui lui sont appli  quées est nulle. –

Ainsi, une petite boule pla  cée sur un sol hori  zon  tal reste en équi  libre parce que le sol 
exerce sur la petite sur  face de contact qu’il a avec cette boule une réac  tion R  égale 
et oppo  sée au poids de la boule (schéma de gauche de la �gure 1.10).

Figure 1.10. Action et réac  tion.

De même, une boule A atta  chée en B par un �l, exerce sur le point d’attache B une 
action diri  gée vers le bas, égale au poids P  de la boule (si l’on néglige le poids du 
�l). Il y aura équi  libre si l’attache B main  tient une réac  tion R  égale et oppo  sée au 
poids P  de la boule (schéma de droite de la �gure 1.10).

Remar  quez au pas  sage que l’éga  lité s’éta  blit bien ici entre vec  teurs glis  sants, les 
ori  gines étant dif  fé  rentes, mais le sup  port étant évi  dem  ment le même.

1.3. ÉQUI  LIBRE D’UN SOLIDE

Si, pour une masse ponc  tuelle, comme pré  cé  dem  ment, toutes les forces appli  quées 
à cette masse peuvent se rame  ner à une seule force pas  sant par le point repré  sen  ta  tif 
de la masse, et appe  lée résul  tante, il n’en est pas de même pour un corps solide. En 

4. Signa  lons que le signe ainsi dé�ni pour les moments est, en résis  tance des maté  riaux, l’opposé de 
celui adopté habi  tuel  le  ment en méca  nique ration  nelle.
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effet celui- ci est composé d’un grand nombre de masses quasi ponc  tuelles, à cha -
cune des  quelles est appli  quée une force unique.

On démontre que l’ensemble de ces forces peut se rame  ner à :
une force unique ( – résul  tante géné  rale) ;
et un couple (dont le moment est appelé  – moment résul  tant).

On démontre éga  le  ment que les condi  tions néces  saires et suf  �  santes d’équi  libre 
d’un solide indé  for  mable (5) sont expri  mées par les deux condi  tions sui  vantes :

la résul  tante géné  rale des forces (actions et réac  tions) appli  quées à ce solide  – est 
nulle.
le moment résul  tant de toutes ces forces (actions et réac  tions), pris  – par rap  port à 
un point quel  conque, est nul.

Dans le cas par  ti  cu  lier de forces situées dans un même plan ver  ti  cal, ces deux condi -
tions s’expriment par trois équa  tions :

la somme des pro  jec  tions des forces sur un axe hori  zon  tal Ox du plan  – est nulle.
la somme des pro  jec  tions des forces sur axe ver  ti  cal O – y du plan est nulle.
la somme des moments pris par rap  port à un point quel  conque du plan  – est nulle.

Figure 1.11. Forces en équi  libre dans un plan ver  ti  cal.

Lorsque le nombre d’inconnues est égal au nombre d’équa  tions d’équi  libre, le sys -
tème est iso statique. Dans le cas où le nombre d’inconnues est supé  rieur à ce nombre 
d’équa  tions, il n’est pas pos  sible de résoudre le pro  blème par les seules équa  tions de 
la sta  tique : le sys  tème est hypers  ta  tique (6).

☞ Remarque

1° Dans le cas où les forces sont toutes hori  zon  tales il n’y a plus que deux équa  tions.
2° Il n’y a qu’une seule équa  tion des moments ; tou  te  fois il peut être inté  res  sant, pour le cal  cul, de 
déter  mi  ner l’équi  libre des moments suc  ces  si  ve  ment par rap  port à deux points dif  fé  rents. Il ne s’agit 
pas alors d’une équa  tion sup  plé  men  taire, mais d’une combi  nai  son des équa  tions rela  tives à l’équi  libre 
des moments et à l’équi  libre des forces.

5. La qua  lité d’indéformabilité du solide est indis  pen  sable, tout au moins pen  dant la durée de l’équi -
libre consi  déré, sinon le point d’appli  ca  tion des dif  fé  rentes forces se dépla  ce  rait et la valeur du moment 
résul  tant varie  rait.
6. Pour  tant nous ver  rons par la suite qu’il est pos  sible de résoudre les pro  blèmes en uti  li  sant la notion 
de défor  ma  tion in�  ni  té  si  male des ouvrages consi  dé  rés.
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3° De la même façon qu’il y a des réac  tions d’appui, il peut exis  ter des moments d’appui (appe  lés aussi 
moments d’encas  tre  ment).

Par exemple, dans le cas d’une console encas  trée en A dans un mur (�gure 1.12), l’équi  libre ne peut 
être obtenu que s’il existe, à la fois :

Figure 1.12. Console encas  trée dans un mur.

une réac  tion  – RA  diri  gée vers le haut, s’oppo  sant à la chute de la console ;
un moment d’encas  tre  ment  – MA, néga  tif, s’oppo  sant à la rota  tion de la console vers la droite, sous 
l’effet des forces qui lui sont appli  quées.

1.4.  NOTIONS DE STA  TIQUE GRA  PHIQUE : DYNA  MIQUES ET 
FUNI  CU  LAIRES

Nous allons exa  mi  ner une méthode gra  phique de compo  si  tion des forces selon plu -
sieurs cas de �gure dis  tincts.

Poly  gone de VARIGNON

Rap  pe  lons qu’un tel poly  gone (appelé aussi poly  gone dyna  mique ou, plus sim  ple -
ment, dyna  mique) se construit en ajou  tant les vec  teurs repré  sen  ta  tifs des dif  fé  rentes 
forces, à par  tir d’un point de départ A.

a) Pre  nons le cas de forces issues d’un même point :
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F
2

F’
2

F’
3

F’
4

F’
1

F
3

0

A

F
1

F
4

 Figure 1.13.

Dans le cas ci- dessus, le dyna  mique est fermé : la résul  tante des forces est donc 
nulle ce qui indique que le sys  tème des 4 forces est en équi  libre. Nous retrou  verons 
ce cas un peu plus loin dans l’étude des sys  tèmes réti  cu  lés plans.

Forces concou  rantes

En géné  ral le sys  tème n’est pas en équi  libre et les forces admettent une résul  tante.

F’
2
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F’
4

F’
1

F
3

F
2

R R’

F
1

F
4

0 A

B

 Figure 1.14.

Consi  dé  rons les 4 forces du des  sin de gauche de la �gure 1.14 et construi  sons le 
dyna  mique (des  sin de droite).

Ce dyna  mique démarre au point A et se ter  mine au point B : il est donc ouvert, ce 
qui est nor  mal, puisque les forces admettent une résul  tante.

Si l’on consi  dère le vec  teur qui ferme le dyna  mique, nous avons alors un sys  tème en 
équi  libre et l’on peut écrire :

++++= 0
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Il en résulte que le vec  teur est égal et opposé à la résul  tante des forces.

On a donc =

Forces non concou  rantes

F’
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3

F’
4

F’
1

F
1

F
2

R’
F
3

F
4

A

 Figure 1.15.

Consi  dé  rons les quatre forces du des  sin de gauche de la �gure 1.15.

Le dyna  mique (des  sin de droite) per  met de déter  mi  ner un vec  teur équi  pollent à 
la résul  tante des forces, comme nous l’avons vu pré  cé  dem  ment pour les forces 
concou  rantes.

Pour autant, on ne connaît pas la posi  tion de la droite sup  port de la résul  tante.

Pour la déter  mi  ner, nous allons éta  blir une construc  tion appe  lée poly  gone funi  cu -
laire (du latin funiculus : cor  de  lette).

D’un point O quel  conque du plan, on joint les extré  mi  tés du poly  gone des forces de 
la �gure 1.15.

On obtient ainsi des seg  ments de droite : Oa1, Oa2, …Oa5 que l’on appelle rayons 
vec  teurs.

La �gure 1.16 consti  tuée par le dyna  mique, le pôle O et les rayons vec  teurs s’appelle 
la �gure réci  proque.
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 Figure 1.16.

Pour construire le funi  cu  laire, on consi  dère un point quel  conque A du plan, à par  tir 
duquel on mène une paral  lèle AA1 au rayon vec  teur Oa1 que l’on arrête au point A1 
d’intersection avec la droite sup  port de la force.

À par  tir de A1, on mène une paral  lèle A1 A2 au rayon vec  teur Oa2 que l’on arrête à 
son inter  sec  tion A2 avec la droite sup  port de la force, et ainsi de suite.

De la même manière qu’il existe une in�  nité de �gures réci  proques, puisque le choix 
du point O est libre, il existe une in�  nité de funi  cu  laires (et même une double in� -
nité, puisque le choix du point de départ A est aussi libre).
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 Figure 1.17.
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Déter  mi  na  tion de la résul  tante du sys  tème de forces

Sur la �gure 1.16, la résul  tante des forces est repré  sen  tée par le vec  teur qui ferme le 
dyna  mique. Si nous arri  vons à déter  mi  ner un point de la droite sup  port, nous aurons 
déter  miné la posi  tion de la résul  tante.

Repre  nons la �gure réci  proque (�g. 1.16) : si nous sup  po  sons que les vec  teurs et 
repré  sentent des forces et, nous voyons immé  dia  te  ment que la résul  tante de ces deux 
forces est la force repré  sen  tée sur le dyna  mique par le vec  teur (�g. 1.18).

f
1

f’
1

F’
1

a
1

0

a
2

 Figure 1.18.

De même pour les forces et, dont la résul  tante est la force, etc.

Si nous reve  nons au poly  gone funi  cu  laire, nous ne chan  ge  rons pas les condi  tions 
d’équilibre du sys  tème, si nous rem  pla  çons la force par les deux forces et, l’une por -
tée par le sup  port A A1 et l’autre par le sup  port A A2 ; et ainsi de suite.

f
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f’
1

f
2

F
1

A
1

A

 Figure 1.19.

Il y a donc équi  va  lence entre les sys  tèmes de forces :

{,, et } et {,,,, etc.}
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Mais les forces et sont égales (elles ont la même gran  deur Oa2) et oppo  sées. Elles 
s’annulent donc l’une l’autre, et de même pour les forces et, etc.

Fina  le  ment, il ne reste plus sur le funi  cu  laire que 2 forces : et, sys  tème équi  va  lent au 
sys  tème des 4 forces ini  tiales {,, et}.

On retrouve bien ce résul  tat en consi  dé  rant le tri  angle Oa1a5 de la �gure réci  proque :

f
1

f’
4 R

 Figure 1.20.

De ce fait, la résul  tante du sys  tème pré  cé  dent passe par l’intersection des forces et, 
c’est-à-dire par le point de concours des côtés extrêmes du funi  cu  laire.
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 Figure 1.21.

On peut résu  mer la démons  tra  tion pré  cé  dente de la façon sui  vante :

Si l’on construit un dyna  mique, puis un funi  cu  laire d’un sys  tème de forces, la résul -
tante de ce sys  tème passe par le point d’intersection des côtés extrêmes du funi -
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cu  laire, et elle est égale, paral  lèle et de même sens que la force repré  sen  tée par la 
fer  me  ture du dyna  mique.

Dif  fé  rents cas de �gure sont pos  sibles :

1er cas : le dynamique est ouvert ainsi que le funiculaire : c’est le cas général ; le 
système admet une résultante.

2ème cas : le dynamique est fermé ainsi que le funiculaire : la résultante est nulle et 
le système est en équilibre.

3ème cas : le dynamique est fermé et le funiculaire est ouvert.

Nous allons prendre un exemple :

On consi  dère le sys  tème de 3 forces ci- dessous :

F
1

F
2

F
3

 Figure 1.22.

Nous allons construire le dyna  mique et le funi  cu  laire des ces trois forces.

Tout d’abord, le dyna  mique.

Nous consta  tons qu’il est fermé.
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 Figure 1.23.

Ensuite, le funi  cu  laire :

Nous consta  tons que les deux droites extrêmes du funi  cu  laire sont paral  lèles.

F
1

F
2

F
3

 Figure 1.24.

Nous avons donc un sys  tème pour lequel la somme des forces est nulle, mais pour 
lequel le moment résul  tant n’est pas nul. Nous avons affaire à un couple.
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Nous pou  vons le véri  �er rapi  de  ment en compo  sant les forces F1 et F2. Nous voyons 
que leur résul  tante est une force F4 égale et oppo  sée à F3.

F
1

F
4

F
2

F
3

 Figure 1.25.

Cas de forces paral  lèles

La méthode pré  cé  dente de déter  mi  na  tion de la résul  tante s’applique inté  gra  le  ment, 
avec une sim  pli  �  ca  tion pour le dyna  mique, car les vec  teurs repré  sen  tant les forces 
ont même sup  port.

Nous don  ne  rons sim  ple  ment l’exemple sui  vant, sans expli  ca  tion sup  plé  men  taire.
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 Figure 1.26.
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1.5. EXER  CICES

1.5.1. POUTRE SUR APPUIS SIMPLES : CAL  CUL DES RÉAC  TIONS D’APPUI

➜ Énoncé

Consi  dé  rons une poutre AB posée sur deux appuis simples dis  po  sés sur une même 
ligne hori  zon  tale. On sup  pose que cette poutre a un poids négli  geable, mais qu’elle 
est sou  mise à l’action d’une force concen  trée au point C et égale à P newtons 
(�gure 1.13, page sui  vante).

Cal  cu  ler les réac  tions d’appui.

➜ Solu  tion

Nous ver  rons (para  graphe 4.2.2) que les réac  tions d’appui sont des forces ver  ti  cales. 
Il est alors pos  sible de cal  cu  ler ces réac  tions d’appui en appli  quant les équa  tions de 
la sta  tique. Elles sont au nombre de deux, aucune des forces n’ayant de compo  sante 
diri  gée selon l’axe hori  zon  tal Ox ; le nombre d’inconnues étant éga  le  ment de deux : 
les réac  tions etR RA B, le sys  tème est bien iso statique.

Figure 1.13. Poutre sur appuis simples.

Les deux équa  tions d’équi  libre s’écrivent :

1. résul  tante géné  rale nulle :

 P 0R RA B+ =-  (1.3)
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 Dans le cas simple consi  déré, il est évident, du point de vue phy  sique, que RA  et 
RB sont diri  gées vers le haut, dans la mesure où le poids P  est dirigé vers le bas, 
mais nous allons le démon  trer.

2. moment résul  tant nul :

 ce moment peut être déter  miné par rap  port à tout point du plan. Tou  te  fois, il est 
astu  cieux de le choi  sir par rap  port à un point de pas  sage du sup  port d’une réac -
tion à déter  mi  ner : le moment par rap  port à un point d’une force pas  sant par ce 
point étant nul, on se libère de cette inconnue.

Cal  cu  lons, par exemple, le moment par rap  port au point B :

Le moment de la réac  tion R vaut RA A # .

Le moment du poids P  est égal à −P # b (selon la conven  tion de signe pré  ci  sée ci-
 dessus).

Le moment de la réac  tion RB est nul.

On obtient donc l’équa  tion : R P 0bA # # =- .

D’où :

 


R
P b

A

#
=  (1.4)

Ce qui néces  site que RA soit posi  tif, donc la réac  tion est diri  gée vers le haut.

En repor  tant dans (1.3), on trouve :

 
R

P a

B

#
=

 

ce qui donne une valeur posi  tive, comme prévu.

☞ Remarque

Après avoir trouvé la valeur de RA, il aurait été pos  sible de cal  cu  ler RB en déter  mi  nant son moment par 
rap  port à A pour obte  nir le même résul  tat. Il est conseillé d’uti  li  ser cette deuxième méthode et de véri -
�er ensuite que la résul  tante géné  rale est nulle. En effet, si l’on s’est trompé dans la pre  mière équa  tion, 
donc sur le cal  cul de la valeur de RA, on trou  vera for  cé  ment une valeur fausse de RB alors que l’on se 
croira ras  suré par la véri  �  ca  tion de l’équa  tion (1.3).

1.5.2.  POUTRE AVEC DOUBLE APPUI SIMPLE :  
CAL  CUL DES RÉAC  TIONS D’APPUI

➜ Énoncé

Consi  dé  rons le sys  tème ci- après (�gure 1.14), dans lequel B est un appui simple 
(réac  tion ver  ti  cale obli  ga  toi  re  ment diri  gée vers le haut), A est un double appui 
simple (réac  tion ver  ti  cale, mais pou  vant être diri  gée indif  fé  rem  ment vers le bas ou 
vers le haut).
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Figure 1.14. Poutre avec double appui simple.

Cal  cu  ler les réac  tions d’appui RA et RB :

1. dans le cas où P = −1 000 N ; λ = 5 m ; a = 3 m

2. dans le cas où P = −25 000 N ; λ = 8 m ; a = 4 m
➜ Solu  tion

1. P = −1 000 N/RA = −600 N ; RB = +1 600 N

2. P = −25 000 N/RA = −12 500 N ; RB = +37 500 N



user 189 at Tue Sep 14 16:59:59 +0200 2010

25

2
2.1. MOMENT STA  TIQUE

Consi  dé  rons une sur  face plane (S) et un axe xxl (�gure 2.1). Soit s une petite sur  face 
élé  men  taire à l’inté  rieur de la sur  face plane (S).

Figure 2.1. Sur  face élementaire dans une sur  face plane.

Le moment sta  tique de s par rap  port à xxl est dé�ni par le pro  duit s y$  de la sur  face 
s par sa dis  tance y à l’axe consi  déré ; y doit être affecté d’un signe conven  tion  nel 
posi  tif (+) ou néga  tif (-) selon que la sur  face s est d’un côté ou de l’autre de l’axe 
xxl.

Par exten  sion, le moment sta  tique de la sur  face (S) est la somme de tous les moments 
sta  tiques des sur  faces élé  men  taires, soit :

Moment sta  tique 
 et moment d’iner  tie 

 d’une sur  face
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 (S) ( )m xx s y= $l /  

Le centre de gra  vité de la sur  face est un point G tel que, calculaté par rap  port à un 
axe quel  conque pas  sant par ce point, le moment sta  tique soit nul.

Si l’axe xxl est un axe pas  sant par G, on obtient :

 (S) ( ) 0m xx s y0= =$l /  

☞ Remarque

1° Si l’on consi  dère le moment sta  tique par rap  port à un autre axe yyl paral  lèle à l’axe xxl et dis  tant de 

d de celui- ci (�gure 2.2), le moment sta  tique par rap  port à l’axe yyl est égal au moment sta  tique par 

rap  port à l’axe xxl aug  menté du pro  duit S d$  de la sur  face S par la dis  tance d des deux axes (en fai  sant 

atten  tion au signe de d sui  vant les posi  tions res  pec  tives des axes etxx yyl l par rap  port à la sur  face (S)).

Figure 2.2. Moment sta  tique par rap  port à un axe paral  lèle.

En effet, on a : ( ( )) ( ) ( ) ( ) (S)s y d s y s d s y d s m xx d S+ = + = + = +$ $ $ $ $l/ / / / /

Si l’axe ini  tial xxl passe par le centre de gra  vité G, le moment sta  tique est égal à d S$ .

2° Le moment sta  tique d’une sur  face par rap  port à un axe de symé  trie est nul, puisque cet axe passe 

par son centre de gra  vité.

En appli  quant les deux remarques pré  cé  dentes et en tenant compte du signe des 
moments, on remarque que le moment sta  tique du rec  tangle par rap  port à l’axe xxl 
est nul, donc le moment sta  tique par rap  port à XXl est égal à b h d$$  (�gure 2.3).
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Figure 2.3. Moments ciné  tiques d’un rec  tangle et d’un cercle.

De même, le moment sta  tique du cercle par rap  port à l’axe XXl est égal à R d
2

r $ $  
(�gure 2.3).

Le moment sta  tique est homo  gène à un volume. Il s’exprime donc en cm3, mm3, etc.

2.2. MOMENT D’INER  TIE

Le moment d’iner  tie d’une sur  face (S) plane, par rap  port à un axe xxl, est la somme 
des pro  duits des sur  faces élé  men  taires s in�  ni  ment petites, par le carré de leur dis -
tance à cet axe.

Il est pos  sible de se rame  ner au moment d’iner  tie pris par rap  port à un axe pas  sant 
par le centre de gra  vité, à l’aide du théo  rème sui  vant (dit théorème de HUYGENS 
(cf. �gure 2.4) :

Figure 2.4. Moment d’iner  tie d’une sec  tion par rap  port à un axe  
et par rap  port à un axe pasant par le centre de gra  vité.

Le moment d’iner  tie d’une sur  face plane par rap  port à un axe quel  conque situé 
dans le plan de cette sur  face est égal au moment d’iner  tie par rap  port à un axe 
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paral  lèle pas  sant par le centre de gra  vité, aug  menté du pro  duit de la gran  deur de la 
sur  face par le carré de la dis  tance des axes.

 ( ) ;I xx y s I xx I x x S d2
1 1

2= = +$ $l l l/  

En effet, en appe  lant y1 la dis  tance à l’axe 1x x1
l de la sur  face élé  men  taire s, on 

obtient :

 ( ) ( ) ( ) ( )I xx y s y d s y s d y s d s22
1

2
1
2

1
2= = + = + +l / / / //  

Or : 1( )y s I x x1
2

1= l/

( ) moment statique par rapporty s1 =/  à 1 0x x1 =l

 s S=/  

On a bien : 1I xx I x x Sd1

2= +l l

Le moment d’iner  tie est homo  gène à une lon  gueur à la puis  sance quatre. Il s’exprime 
donc en cm4, mm4, etc.

2.3. MODULE D’INER  TIE

Le module d’iner  tie est dé�ni comme étant le quo  tient du moment d’iner  tie par la 
dis  tance de la �bre extrême à l’axe pas  sant par le centre de gra  vité (�gure 2.5).

Figure 2.5. Fibre extrême.

Soit v cette dis  tance, le module d’iner  tie est alors I v.

Il est éga  le  ment appelé module de résis  tance, puis  qu’il inter  vient dans le cal  cul des 
contraintes dans les pièces �é  chies (cf. § 5.2.1).
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Figure 2.6. Fibres extrêmes dans une sec  tion dis  sy  mé  trique.

Il n’existe évi  dem  ment qu’un seul module d’iner  tie pour une sec  tion symé  trique, 
mais il y en a deux pour une sec  tion dis  sy  mé  trique : etI v I vl cor  res  pon  dant aux 
deux �bres extrêmes (�gure 2.6).

Un module d’iner  tie est homo  gène à une lon  gueur à la puis  sance trois. Il s’exprime 
donc, comme un volume, en cm3, mm3, etc.

2.4. TABLEAU DES DIF  FÉ  RENTS MOMENTS ET MODULES  
POUR LES FIGURES SIMPLES

Figures Moment sta  tique Moment d’iner  tie Module d’iner  tie

nul
12

bh
3

6

bh
2

2

bh
2

3

bh
3

3

bh
2

Tableau 2.1. Les dif  fé  rents moments et modules pour les �gures simples.
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Figures Moment sta  tique Moment d’iner  tie Module d’iner  tie

nul
64

d
4

r

32

d
3

r

nul
64

( )d d
4 4

r - l

32

( )

d

d d
4 4

r - l

nul
12

ba b a
3 3
- l l

6a

ba b a
3 3
- l l

Tableau 2.2. Les dif  fé  rents moments et modules pour les �gures simples (suite).

Calcul des moments d’inertie du rectangle et du cercle :

A – Rectangle :

1 – Calcul par rapport à l’axe de symétrie horizontal

y

dy

h

b
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Pour le calcul direct, on considère un petit rectangle élémentaire de largeur b et 
d’épaisseur dy, situé à la distance y de l’axe de symétrie horizontal

Par dé�nition, le moment d’inertie est égal à 
by dy

by bh bh

3 24

2

12
/2

/

/

h

h

h

2

2

2

3 3 3
/h 2

= = =
-

+

-

+

#

Calculons le moment d’inertie par rapport à l’axe passant par la base inférieure :

I by dy
bh
3

h
2

0

3

= =#

On peut passer d’un résultat à l’autre par le théorème de Huygens.

Par exemple, le moment d’inertie par rapport à la base est égal au moment d’inertie 
par rapport à l’axe passant par le centre de gravité augmenté du produit S d2 où

S = bh et d = h/2 d’où Sd
bh

4

2
3

=  et I
bh bh bh

12 4 3
base

3 3 3

= + =

On retrouve bien le résultat obtenu par le calcul direct.

B - Cercle

Pour calculer facilement le moment d’inertie d’un cercle par rapport à un diamètre, 
il faut d’abord calculer le moment d’inertie polaire de ce cercle.

x' x

y'

y

s

O

r

y

x

Si l’on considère une petite surface élémentaire s, située à la distance r d’un point O, 
le moment d’inertie polaire de cette surface par rapport à O est r2s.

Le moment d’inertie de la surface s par rapport à x’x est égal à y2. s et le moment 
d’inertie de cette surface par rapport à y’y est égal à x2.s.

Comme r2 = x2 + y2, on voit que le moment d’inertie polaire est égal à la somme du 
moment d’inertie par rapport à x’x et du moment d’inertie par rapport à y’y.
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Compte tenu des symétries du cercle, il est évident que le moment d’inertie d’un 
cercle par rapport à un diamètre est égal au moment d’inertie pris par rapport à un 
diamètre perpendiculaire. Il en résulte que le moment d’inertie polaire est égal à 
deux fois le moment d’inertie par rapport à un diamètre.

Le moment d’inertie polaire d’un cercle peut se calculer selon l’une ou l’autre 
méthode ci-après :

xx'

y'

y

O

r

dr

xx'

y'

y

O

r

θ
d
θ

dr

1re méthode :

On considère un anneau d’épaisseur dr, située à la distance r du centre O.

La surface de cet anneau est égale à 2r r dr et le moment d’inertie polaire est égal 
à  2r r3 dr

En intégrant de r = 0 à r = R, on trouve le moment d’inertie polaire du cercle 

= 
 
2

R R

4 2

4 4

# =r
r

Le moment d’inertie par rapport à un diamètre est égal à la moitié du moment 

d’inertie polaire : R

4

4
r

2e méthode :

On considère une surface élémentaire à l’intérieur d’un secteur élémentaire du 
cercle d’angle di.

La surface élémentaire a pour aire dr × r di et son moment d’inertie polaire est égal 
à r3 dr di.

Le moment d’inertie polaire est donc l’intégrale double :

2r drd d r dr
R R

4 2

R

3

0

2

3

0

4 4

#= = =i i r
r

r

## # #
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2.5. EXER  CICES

2.5.1. CAL  CUL DU MOMENT ET MODULE D’INER  TIE  
D’UN REC  TANGLE ÉVIDÉ

➜ Énoncé
Cal  cu  ler le moment d’iner  tie et le module d’iner  tie par rap  port à l’axe de symé  trie 
xxl, du rec  tangle évidé dé�ni par la �gure 2.7, page ci- contre.

➜ Solu  tion
Ce moment d’iner  tie est égal au moment d’iner  tie du grand rec  tangle, dimi  nué du 
moment d’iner  tie du rec  tangle inté  rieur, soit :

 I
bh b h

12 12

3 3

= -
l l

 

Figure 2.7. 

Quant au module d’iner  tie, il est égal au quo  tient du moment d’iner  tie par la plus 
grande dis  tance à l’axe xxl, soit h 2 :

 v

I

h

bh b h

6

3 3

= - l l
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2.5.2. CAL  CUL DU MOMENT ET MODULE D’INER  TIE D’UNE CORNIÈRE

➜ Énoncé
Cal  cu  ler le moment d’iner  tie et le module d’iner  tie de la cor  nière (�gure 2.8, page 
sui  vante) par rap  port à l’axe xxl.

Don  ner ces valeurs si l’axe xxl passe par le centre de gra  vité de la cor  nière. Le cal -
cul sera effec  tué avec ℓ = 100 mm et e = 10 mm.

➜ Solu  tion
Dans un cas géné  ral, on cal  cule le moment d’iner  tie des rec  tangles cir  conscrits, 
puis on déduit les moments d’iner  tie des rec  tangles vides :

 
 ( ) ( )

I
ev v e v e

3

3 3 3

=
+ - - -l l

 

et le module d’iner  tie est égal à I v, puisque v v2 l.

Cas où l’axe xxl passe par le centre de gra  vité G.

Figure 2.8. 

Cal  cu  lons d’abord la posi  tion de G : la droite D paral  lèle à l’axe xxl pas  sant par le 
centre de gra  vité G découpe la cor  nière en deux par  ties dont les moments sta  tiques 
doivent être égaux en valeur abso  lue, soit : 

 
( ) ( )

ev ev
e e v

e

2 2 2

2 2

= + - -$ $

l
l
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Cette rela  tion per  met de cal  cu  ler la dis  tance v en fonc  tion de la dis  tance vl, et donc 
etv vl en fonc  tion de la lar  geur ℓ, puisque v v+ =l .

Donc : 9005 5 90 10( 5), soit ( ) ( ) 180v v v v v v v v
2 2

#= + + - = --l l l l l , soit, avec 
100v v+ =l  → 2, 8 9v v= -l

Combiné avec v v+ l = 100, on obtient vl = 28,684 mm et v = 71,316 mm.

La valeur du moment d’iner  tie est donc :

 

( , ) ( , ) ( , )

mm

I
3

10 71 316 100 28 684 90 18 684

3

3 627112 2 360 091 587 019
1 800 061

3 3 3

4

=+
+

=+
+

=

-

-

 

Il est pos  sible de faire une véri  �  ca  tion en cal  cu  lant le moment d’iner  tie par rap  port 
à la face supé  rieure de l’aile basse de la cor  nière, c’est- à-dire :

 10 100 2 463 333 mmI 90 3 10 3
3 3 4= + =$ $  

Pour obte  nir le moment d’iner  tie par rap  port au centre de gra  vité il faut sous -
traire de la valeur cal  cu  lée le pro  duit Sd2 où S = 10 000 − 8 100 = 1 900 mm2 et  
d = 28,684 − 10 = 18,684 mm, soit une valeur de 663 275 mm4. Ainsi on obtient 
I = 2 463 333 − 663 275 = 1 800 058 mm4.

Le cal  cul véri  �e le cal  cul pré  cé  dent, aux arron  dis près.

2.5.3. CAL  CUL DU MOMENT ET MODULE D’INER  TIE D’UN FER EN TÉ

➜ Énoncé
Même ques  tion pour le fer en té (�gure 2.9), avec b = 100 mm ; h = 50 mm et  
e = 10 mm.

Figure 2.9.
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➜ Solu  tion

 

( )
et

( )
I

eb h e e

v

I

b

eb h e e

12 6

3 3 3 3

=
+

=
+- -

 

soit, avec les don  nées numé  riques : 836 666,66 mm et 16 733,33 mmI I v
4 3= = .
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Géné  ra  li  tés  
sur la résis  tance  

des maté  riaux3
3.1. BUT DE LA RÉSIS  TANCE DES MATÉ  RIAUX

La résis  tance des maté  riaux a pour objec  tif de don  ner à l’auteur d’un pro  jet tous les 
élé  ments néces  saires pour réa  li  ser une construc  tion stable.

C’est une science qui s’appuie sur la méca  nique ration  nelle, en par  ti  cu  lier la sta  tique ; 
mais si la sta  tique ne consi  dère que les actions exté  rieures appli  quées aux sys  tèmes 
étu  diés, la résis  tance des maté  riaux, au contraire, pénètre à l’inté  rieur des sys  tèmes, 
pour étu  dier les forces appli  quées à chaque élé  ment de la matière, et donc les 
défor  ma  tions qui en résultent. En effet, aucun solide n’est stric  te  ment indé  for  mable : 
sans par  ler de la dila  ta  tion des corps lors d’une aug  men  ta  tion de tem  pé  ra  ture, le 
lec  teur a en mémoire la planche qui plie sous une charge, le �l qui s’allonge sous un 
effort de trac  tion, etc.

Tou  te  fois, si la charge ne dépasse pas une cer  taine limite, la planche qui plie, le 
�l qui s’allonge, ne se rompent pas, car il s’éta  blit à la fois un équi  libre exté  rieur 
(déter  miné par la sta  tique) et un équi  libre inté  rieur des liai  sons entre élé  ments du 
corps solide (déter  miné par la résis  tance des maté  riaux).

Cet équi  libre inté  rieur amène à dé�  nir la notion de contrainte.

3.2. NOTION DE CONTRAINTE

Consi  dé  rons un solide quel  conque en équi  libre sous l’action de forces exté  rieures.

En géné  ral, ces forces comprennent :
des forces de volume (forces de pesan  teur, forces d’iner  tie) appli  quées à chaque  –
élé  ment de volume du corps,
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des forces de sur  face (pres  sion d’un �uide, pous  sée d’un rem  blai, charge sup  por  tée  –
par une poutre) appli  quées à la sur  face du corps.

Si le corps est en équi  libre, le sys  tème des forces de volume et des forces de sur  face 
est équi  va  lent à zéro.

Ima  gi  nons une sur  face R (un plan, par exemple) qui décom  pose le corps en deux 
par  ties (A) et (B). La par  tie (B) est en équi  libre sous l’action des forces exté  rieures 
(de volume et de sur  face) qui lui sont direc  te  ment appli  quées et des réac  tions 
exer  cées par la par  tie (A)sur la par  tie (B). Nous admet  trons que l’action exer  cée par 
la par  tie (A) sur la par  tie (B) est la sui  vante : sur chaque élé  ment s de la sur  face de 
sépa  ra  tion (R), (A) exerce sur (B) une force dite force élas  tique f ss #  appli  quée au 
centre de l’élé  ment s. Par dé�  ni  tion, f  est le vec  teur contrainte rela  tif à l’élé  ment 
de sur  face s.

Figure 3.1. Forces élas  tiques internes.

Le vec  teur f , dont la direc  tion est quel  conque dans l’espace, peut être décom  posé :
en sa pro  jec  tion sur la nor  male à l’élé  ment  – s ; cette pro  jec  tion v est la contrainte 
nor  male ou pres  sion. Elle peut être une compres  sion ou une trac  tion, sui  vant que 
les par  ties (A) et (B) sont pres  sées ou non l’une vers l’autre à tra  vers l’élé  ment de 
sur  face s ; (par tra  di  tion, la mesure algé  brique v du vec  teur v est posi  tive dans le 
cas d’une compres  sion, néga  tive dans le cas d’une trac  tion),
en sa pro  jec  tion  – o sur le plan tangent à l’élé  ment s, appe  lée contrainte tangentielle.

L’ensemble des forces fs appli  quées à la sur  face R forme un sys  tème équi  va  lent au 
sys  tème des forces exté  rieures direc  te  ment appli  quées à la par  tie (A). En effet, l’un 
et l’autre de ces sys  tèmes ajouté au sys  tème de forces exté  rieures appli  quées à la 
par  tie (B) forme un sys  tème équi  va  lent à zéro.

On peut trou  ver une in�  nité de sys  tèmes de forces fs équi  va  lents au sys  tème des 
forces exté  rieures appli  quées à (A). Comme indi  qué au para  graphe 3.1, la sta  tique 
ne per  met pas de déter  mi  ner ces sys  tèmes et il faut donc faire appel à d’autres 
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hypo  thèses résul  tant de l’étude expé  ri  men  tale de la défor  ma  tion des corps natu  rels 
sous l’action des forces qui leur sont appli  quées.

La dimen  sion d’une contrainte est celle d’une force divi  sée par une sur  face. L’unité 
est donc l’unité de pres  sion, soit le Pas  cal (Pa) ou ses mul  tiples, notam  ment le Méga-
 Pascal (MPa) ou éven  tuel  le  ment le bar qui cor  res  pond à 105 Pa (cf. Intro  duc  tion).

3.3.  ÉTUDE EXPÉ  RI  MEN  TALE DE LA RELA  TION ENTRE 
CONTRAINTES ET DÉFOR  MA  TIONS

Nous consi  dé  re  rons seule  ment l’essai clas  sique de trac  tion d’une éprou  vette en 
acier doux (�gure 3.2).

Figure 3.2. Éprou  vette d’essai de trac  tion.

L’éprou  vette est un cylindre de sec  tion cir  cu  laire, muni de deux têtes insé  rées entre 
les mâchoires de la machine d’essai de trac  tion.

Lorsque l’on exerce un effort de trac  tion F  sur l’éprou  vette, on pro  duit sur la par  tie 
cen  trale de l’éprou  vette un champ de contraintes de trac  tion simple consi  déré 
uni  forme.

La contrainte de l’élé  ment de sur  face unité est donc une contrainte nor  male de 
valeur :

 F

S
=v  

S désigne la sec  tion ini  tiale de l’éprou  vette.

À l’aide de compa  ra  teurs on mesure l’allon  ge  ment DL de la par  tie cen  trale de 
l’éprou  vette. Par la suite, on consi  dère plus par  ti  cu  liè  re  ment l’allon  ge  ment rela  tif :

 
L

LT
=e  
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En repor  tant sur un gra  phique les résul  tats de l’essai, on trouve, pour l’acier doux, 
une courbe (�gure 3.3).

L’abs  cisse repré  sente l’allon  ge  ment rela  tif e, l’ordon  née la contrainte nor  male v.

Figure 3.3. Dia  gramme d’essai de trac  tion.

Cette courbe comprend d’abord une par  tie rec  ti  ligne OA ; l’ordon  née du point A est 
appe  lée limite élas  tique, notée e

vl. La valeur de e
vl  est de l’ordre de 240 MPa pour 

l’acier doux. Tant que la contrainte est infé  rieure à cette valeur, c’est- à-dire tant que 
l’on se trouve sur le seg  ment OA de la courbe, l’allon  ge  ment est pro  por  tion  nel à la 
contrainte.

En outre, le phé  no  mène est réver  sible : si l’effort de trac  tion dimi  nue, on reste sur la 
droite OA. Lorsque l’effort de trac  tion est sup  primé, on revient au point ori  gine O. 
Le sys  tème est par  fai  te  ment élas  tique.

Concrè  te  ment, sous la contrainte v le maté  riau se déforme. L’arrêt d’appli  ca  tion de 
cette même contrainte per  met au maté  riau de reprendre sa forme d’ori  gine.

La par  tie rec  ti  ligne OA per  met donc d’écrire :

 
E

=e
v-  

Cette rela  tion est la loi de Hooke.

Le signe moins est dû à la conven  tion ci- avant don  née, c’est- à-dire consi  dé  rer les 
compres  sions comme posi  tives et les trac  tions comme néga  tives.

E est la pente de la droite OA. On l’appelle module d’élas  ti  cité lon  gi  tu  di  nal ou 
module de Young. Ses dimen  sions sont celles d’une contrainte puisque e est un 
nombre sans dimen  sion.
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Signa  lons que l’allon  ge  ment de la tige pro  duit par l’effet de trac  tion, s’accom  pagne 
cor  ré  la  ti  ve  ment d’un rétré  cis  se  ment de la sec  tion (sen  sible conser  va  tion du volume). 
La mesure de la varia  tion rela  tive du dia  mètre U (dans le cas étu  dié) est telle que :

 
L

LT T
= =o oe

U

U
- -  

où o est un coef  �  cient sans dimen  sion, appelé coef  �  cient de Pois  son.

À par  tir du module d’élas  ti  cité E et du coef  �  cient de Pois  son o, est dé�ni un autre 
module ayant la dimen  sion d’une contrainte :

 
2(1 )

G
E

=
+ o

 

Ce module appa  raît dans le cal  cul des contraintes de cisaille  ment. Il est appelé 
module d’élas  ti  cité trans  ver  sal.

La par  tie OA de la courbe de trac  tion dé�  nit le domaine élas  tique de trac  tion ; des 
essais de compres  sion montrent l’exis  tence d’un domaine élas  tique de compres  sion. 
Dans le cas de l’acier, le module d’élas  ti  cité E et le coef  �  cient de Pois  son o ont les 
mêmes valeurs en compres  sion qu’en trac  tion.

☞ Remarque

En consi  dé  rant un sys  tème de contraintes non plus paral  lèles mais quel  conques, on véri  �e que les 
contraintes sont aussi pro  por  tion  nelles aux défor  ma  tions, mais celles- ci inter  ve  nant selon leurs 
dif  fé  rentes compo  santes dans trois direc  tions ortho  go  nales : c’est la loi de Hooke géné  ra  li  sée.

Maté  riaux o E (en MPa)

Acier doux 0,25 à 0,30 200 000 à 220 000

Acier In var 0,25 à 0,30 140 000

Alu  mi  nium 0,34 70 000

Lai  ton 0,33 92 000

Bronze 0,31 106 000

Verre 0,25 66 000

Plexi  glas 0,30 2 900

Tableau 3.1. Valeurs de E et de o pour dif  fé  rents maté  riaux.

Les nombres don  nés ci- dessus montrent la valeur éle  vée du module de Young de 
l’acier et donc sa valeur construc  tive supé  rieure à celle des autres maté  riaux.

Sur la �gure 3.3, page pré  cé  dente, au- delà du point A se situe la zone des défor  ma  tions 
non réver  sibles, donc per  ma  nentes. La courbe pré  sente d’abord un palier AB, 
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l’éprou  vette s’allon  geant sans que l’effort ne change sen  si  ble  ment de valeur. AB 
carac  té  rise le domaine plas  tique (pour l’acier doux l’allon  ge  ment plas  tique Ob est 
envi  ron vingt fois plus grand que l’allon  ge  ment élas  tique Oa).

Au- delà de la période élas  tique OA, un faible accrois  se  ment de la contrainte donne un 
allon  ge  ment impor  tant, la courbe se rele  vant jus  qu’à un maxi  mum C cor  res  pon  dant 
à la limite de rup  ture.

À ce stade appa  raît le phé  no  mène de la stric  tion : la défor  ma  tion de l’éprou  vette 
n’est plus homo  gène ; elle se concentre au voi  si  nage d’une sec  tion sen  si  ble  ment 
cen  trale dont l’aire dimi  nue rapi  de  ment (�gure 3.4). Le point �gu  ra  tif décrit alors la 
par  tie des  cen  dante CD de la courbe, jus  qu’à la rup  ture de l’éprou  vette.

Figure 3.4. Stric  tion de l’éprou  vette.

La par  tie des  cen  dante n’est d’ailleurs obser  vée que parce que le cal  cul de la 
contrainte est effec  tué en consi  dé  rant la sec  tion ini  tiale de l’éprou  vette ; si le cal  cul 
de la contrainte était réa  lisé sur la sec  tion réelle de l’éprou  vette, la courbe res  te  rait 
ascen  dante jus  qu’à la rup  ture.

L’allon  ge  ment total à la rup  ture est de l’ordre de 25 % ; c’est plus de 200 fois 
l’allon  ge  ment élas  tique.

Pen  dant long  temps, les cal  culs de résis  tance des maté  riaux ont été effec  tués en ne 
consi  dé  rant que la phase élas  tique des maté  riaux uti  li  sés : c’est encore le cas lorsque 
l’on consi  dère ce que l’on appelle les sol  li  ci  ta  tions de ser  vice cor  res  pon  dant à l’état-
 limite de ser  vice. Mais l’exa  men de la courbe de trac  tion (�gure 3.3, page 30) montre 
l’impor  tance pra  tique des défor  ma  tions plas  tiques, la matière pou  vant s’écou  ler 
sans des  truc  tion dans cette phase, avec une contrainte ne dépas  sant pas la limite 
élas  tique ; c’est ce que l’on appelle le phé  no  mène de l’adap  ta  tion : les zones les 
moins fati  guées viennent au secours des zones les plus sol  li  ci  tées.

C’est pour  quoi plu  sieurs règles de cal  culs actuelles (notam  ment pour le béton armé 
et le béton pré  contraint) sont fon  dées sur la notion de cal  cul à la rup  ture selon le 
prin  cipe sui  vant :

Ayant dé�ni les phé  no  mènes que l’on veut évi  ter, ayant estimé la gra  vité des risques 
liés à ces phé  no  mènes, on choi  sit pour la construc  tion des dis  po  si  tions telles que 
la pro  ba  bi  lité de cha  cun de ces phé  no  mènes soit limi  tée à une valeur assez faible 
pour être accep  table en fonc  tion de cette esti  mation. C’est ainsi, par exemple, 
que cer  taines pon  dé  ra  tions des charges et sur  charges sont impo  sées, mais qu’en 
revanche la contrainte admis  sible est rele  vée au voi  si  nage de la contrainte élas  tique, 
ou du moins avec un faible coef  �  cient de sécu  rité.
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3.4.  CONTRAINTES ADMIS  SIBLES  
- NOTION DE COEF  FI  CIENT DE SÉCU  RITÉ

Les consi  dé  ra  tions pré  cé  dentes amènent à dé�  nir des contraintes maximales à ne pas 
dépas  ser, de façon à ne pas entraî  ner la ruine des construc  tions ou par  fois même de 
façon à limi  ter les défor  ma  tions (�exions de poutre, par exemple) pour des rai  sons 
esthé  tiques alors que la sécu  rité n’est pas en jeu.

La règle de base est de ne pas dépas  ser la limite élas  tique des maté  riaux uti  li  sés, et 
même de se pla  cer sen  si  ble  ment en des  sous, en uti  li  sant des coef  �  cients de sécu  rité.

Les prin  ci  pales rai  sons moti  vant l’intro  duc  tion de coef  �  cients de sécu  rité sont les 
sui  vantes :

1. les carac  té  ris  tiques des maté  riaux ne sont connues qu’avec une cer  taine 
dis  per  sion (1). Cette dis  per  sion peut être assez forte dans cer  tains cas, comme, par 
exemple, la résis  tance à la compres  sion des bétons,

2. les sol  li  ci  ta  tions aux  quelles sont sou  mises les construc  tions ne sont pas tou  jours 
connues avec pré  ci  sion (par exemple, les efforts exer  cés par le vent),

3. les maté  riaux uti  li  sés dans les construc  tions ne repré  sentent pas exac  te  ment des 
images �dèles des éprou  vettes sur les  quelles ont été mesu  rées les carac  té  ris  tiques 
méca  niques des maté  riaux,

4. les maté  riaux peuvent s’alté  rer au cours du temps, ce qui peut modi  �er les 
carac  té  ris  tiques intrin  sèques choi  sies dans les cal  culs, etc.

Les coef  �  cients de sécu  rité varient sui  vant les règle  ments et sui  vant la nature 
envi  sa  gée pour les sol  li  ci  ta  tions (état- limite ultime ou état- limite de ser  vice).

En�n il y a lieu de signa  ler que cer  taines incer  ti  tudes, concer  nant notam  ment les 
sur  charges pou  vant être appli  quées aux construc  tions, sont non seule  ment cou  vertes 
par les coef  �  cients de sécu  rité mais aussi par l’intro  duc  tion de coef  �  cients de 
pon  dé  ra  tion dans le cal  cul des sol  li  ci  ta  tions aux  quelles sont sou  mis les dif  fé  rents 
élé  ments d’une construc  tion. Nous ne nous attar  de  rons pas davan  tage sur ce sujet 
dans le présent ouvrage, lais  sant au lec  teur curieux le soin de consul  ter les règle  ments 
par  ti  cu  liers (BAEL pour le béton armé, BPEL pour le béton pré  contraint, etc.).

1. Lorsque l’on effec  tue des mesures expé  ri  men  tales sur des maté  riaux, les résul  tats peuvent être assez 

dif  fé  rents et sont dis  per  sés autour d’une valeur moyenne. Compte tenu de ce risque de dis  per  sion, les 

règles de cal  culs imposent des coef  �  cients de sécu  rité, par  fois impor  tants.
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3.5. EXER  CICES

➜ Énoncé 1
Consi  dé  rons une éprou  vette d’acier doux de 200 mm de lon  gueur sur laquelle on 
applique un effort de trac  tion. Une courbe de la forme indi  quée à la �gure 3.3, 
page 30, est ainsi obte  nue.

Les coor  don  nées des dif  fé  rents points de la courbe sont :

 
A : , % B : , % C : % D : %

MPa MPa MPa MPa

0 12 2 4 19 25

240 240 420 380

= = = =

= = = =

e e e e

v v v v
 

1. Indi  quez la valeur de la limite élas  tique (en MPa) ainsi que celle du module de 
Young.

2. Quelle est la limite de rup  ture ? Don  nez l’allon  ge  ment de rup  ture en cen  ti -
mètres.

➜ Solu  tion
1. La limite élas  tique est l’ordon  née du point A, soit 240 MPa. Le module de Young 

est donné par la pente de OA par rap  port à l’axe des abs  cisses, soit :

 
,

200 000 MPaE
0 0012

240
= = =
e

v . 

2. La limite de rup  ture est l’ordon  née du point C : 420 MPa. En revanche, 
l’allon  ge  ment de rup  ture est l’abs  cisse du point D, soit 25 %, ce qui cor  res  pond à 
un allon  ge  ment effec  tif de :

 20 25
5 cm

100

#
= . 

➜ Énoncé 2
Consi  dé  rant la barre de l’exer  cice pré  cé  dent, sup  po  sée cylin  drique de sec  tion 
cir  cu  laire de dia  mètre 12 mm, cal  cu  lez le rétré  cis  se  ment du dia  mètre si la force 
appli  quée à l’éprou  vette est de 22 600 N. Le coef  �  cient de Pois  son sera pris égal à 
0,30.

➜ Solu  tion
La sec  tion de la barre est égale à 113 mm2, soit 113 10 m

6 2
$

- .

La valeur de la contrainte est ainsi de :

 2 10 Pa 200 MPa
113 10

22 600

6

8

$

$= =
-  

La défor  ma  tion se situe dans le domaine élas  tique puisque la contrainte est infé  rieure 
àlalimite élas  tique de 240 MPa. L’allon  ge  ment lon  gi  tu  di  nal est égal à 200 200 000 =
1 1 000  et le rétré  cis  se  ment trans  ver  sal à ,0 30 1 000 , soit 3,6 microns.
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4
4.1. DÉFI  NI  TION D’UNE POUTRE

Nous ne consi  dé  re  rons dans cet ouvrage que les poutres dites à plan moyen, c’est- à-
dire admet  tant un plan de symé  trie dans le sens de leur lon  gueur.

En géné  ral une poutre est : un solide engen  dré par une aire plane (R) dont le centre 
de gra  vité G décrit une courbe plane (C), le plan de l’aire (R) res  tant nor  mal à la 
courbe (C).

Figure 4.1. Poutre.

L’aire (R) est appe  lée sec  tion droite ou sec  tion1 nor  male de la poutre. La courbe 
(C) est appe  lée la �bre moyenne de la poutre. Si la �bre moyenne est une droite, la 
poutre est dite droite.

– Pour les poutres à plan moyen (seules consi  dé  rées dans cet ouvrage), la �bre 
moyenne se situe dans le plan moyen.

 Par ailleurs, il est impor  tant de noter que toutes les hypo  thèses posées par la 
suite pour la théo  rie des poutres, ne donnent des résul  tats accep  tables que si 

Les poutres
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les dimen  sions trans  ver  sales de la poutre consi  dé  rée sont petites par rap  port 
à sa lon  gueur (sans tou  te  fois être trop faibles pour que la poutre devienne très 
défor  mable). Pour une poutre droite, le rap  port de la hau  teur de la sec  tion à la 
lon  gueur de la poutre doit être compris entre 1 5 1 30et . Les valeurs cou  rantes 
sont de 1 10 1 15à .

– Pour les poutres courbes (arcs), ce rap  port peut être réduit à voire1 50 1 100 ,
• le rayon de cour  bure de la �bre moyenne est suf  �  sam  ment grand par rap  port à 

la dimen  sion trans  ver  sale de la poutre. En géné  ral, ce rayon doit être supé  rieur 
à cinq fois la hau  teur de la sec  tion,

• en�n, dans le cas où la poutre est de sec  tion variable, la varia  tion de la sec  tion 
doit être lente et pro  gres  sive.

4.2. FORCES APPLI  QUÉES AUX POUTRES

4.2.1. FORCES DON  NÉES

Les forces don  nées peuvent être concen  trées ou répar  ties de façon conti  nue. Dans le 
cas d’une charge répar  tie, on appelle den  sité de charge la force appli  quée sur l’unité 
de sur  face.

Parmi les forces appli  quées à une poutre, il est pos  sible de dis  tin  guer celles qui 
sont appli  quées de façon per  ma  nente ; elles consti  tuent la charge per  ma  nente (par 
exemple le poids propre de la poutre ou le poids propre d’élé  ments qui s’appuient 
en per  ma  nence sur la poutre) et celles qui peuvent être appli  quées de façon tem  po -
raire et qui consti  tuent les sur  charges (par exemple : l’action du vent ou de la neige, 
l’action d’un véhi  cule qui passe sur un ouvrage d’art, etc.).

4.2.2. RÉAC  TIONS D’APPUI

En géné  ral ce sont des forces consi  dé  rées comme concen  trées.

On dis  tingue :
l’appui simple –  (�gure 4.2, page sui  vante) consti  tué, par exemple, par un galet 
cylin  drique ou par une plaque de Néoprène. Les plaques de Néoprène sont uti  li -
sées cou  ram  ment dans les ponts ; on les dis  pose hori  zon  ta  le  ment sur les piles ou 
les culées et les poutres du tablier sont ensuite posées sur ces plaques. L’appui 
simple donne lieu à une réac  tion dont la direc  tion est bien déter  mi  née (ver  ti  cale, 
en géné  ral). Une seule inconnue sub  siste : la gran  deur de la réac  tion,
l’arti  cu  lation –  (�gure 4.2) consti  tuée pour les poutres métal  liques par une rotule 
comprise entre deux balan  ciers et pour les poutres en béton armé par une sec  tion 
for  te  ment rétré  cie (arti  cu  lation Freyssinet, par exemple). La réac  tion d’appui cor -
res  pon  dante, dont on ne connaît pas a priori la direc  tion, doit pas  ser par un point 
�xe, le centre de la rotule ou de la sec  tion rétré  cie défor  mée plas  ti  que  ment. Par 
consé  quent deux inconnues sub  sistent : les deux pro  jec  tions de la réac  tion sur 
deux direc  tions non paral  lèles du plan moyen (en géné  ral, les pro  jec  tions ver  ti  cale 
et hori  zon  tale),
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Figure 4.2. Dif  fé  rentes sortes d’appui.

l’encas  tre  ment –  (�gure 4.2) qui a pour objet d’assu  rer l’inva  ria  bi  lité de la sec  tion 
d’extré  mité AB d’une poutre. Dans ce cas, la réac  tion exer  cée sur la poutre est 
une force répar  tie qu’il est pos  sible de rem  pla  cer par sa résul  tante géné  rale R  et 
son moment résul  tant M par rap  port au centre de gra  vité de la sec  tion AB. Par 
consé  quent trois inconnues sub  sistent : les pro  jec  tions de R  sur deux axes non 
paral  lèles et le moment M.

4.2.3. RELA  TIONS ENTRE FORCES DON  NÉES ET RÉAC  TIONS D’APPUI

Toutes les forces appli  quées à la poutre doivent for  mer un sys  tème en équi  libre 
(cf. § 1.3). En géné  ral, pour écrire les équa  tions d’équi  libre, il est sup  posé que la 
défor  ma  tion de la poutre peut être négli  gée : autre  ment dit, la ligne d’action d’une 
force n’est pas dépla  cée par une défor  ma  tion de la poutre. C’est l’une des hypo -
thèses fon  da  men  tales de la théo  rie de l’élas  ti  cité, dont on ne s’affran  chit que très 
rare  ment (seule  ment dans l’étude du �am  be  ment et l’étude des ponts sus  pen  dus).

4.3.  PRE  MIÈRE HYPO  THÈSE FON  DA  MEN  TALE  
DE LA THÉO  RIE DES POUTRES :  
PRIN  CIPE DE SAINT- VENANT

4.3.1. PRIN  CIPE DE SAINT- VENANT

Les contraintes, dans une région éloi  gnée (1) des points d’appli  ca  tion d’un sys  tème 
de forces, dépendent uni  que  ment de la résul  tante géné  rale et du moment résul  tant 
de ce sys  tème de forces (2).

1. Le prin  cipe de Saint- Venant sup  pose que la sec  tion consi  dé  rée dans le cal  cul soit située suf  �  sam  ment 

loin des points d’appli  ca  tion des forces concen  trées, car, bien qu’en fait il n’existe pas de forces réel  le -

ment concen  trées en un point (sinon il y aurait une contrainte in�  nie), les contraintes au voi  si  nage des 

points d’appli  ca  tion sont très impor  tantes et néces  sitent une étude par  ti  cu  lière (non entre  prise dans le 

présent ouvrage).

2. Cette règle vaut éga  le  ment pour les défor  ma  tions en admet  tant la loi de Hooke géné  ra  li  sée.
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En par  ti  cu  lier, deux sys  tèmes de forces équi  va  lentes pro  duisent mêmes contraintes 
et mêmes défor  ma  tions (tou  jours dans une région suf  �  sam  ment éloi  gnée de leurs 
points d’appli  ca  tion).

Consi  dé  rons, par exemple, une poutre sou  mise à des efforts quel  conques et séparons-
 la en deux par  ties (A) et (B) situées de part et d’autre d’une sec  tion droite (S).

Figure 4.3. Poutre sou  mise à differents efforts exté  rieurs.

Comme indi  qué au para  graphe 3.2, la par  tie (B) est en équi  libre sous l’action des 
forces qui lui sont direc  te  ment appli  quées, forces situées à droite de (S), et sous 
l’action des forces élas  tiques qu’exerce (A) sur (B). Ces forces élas  tiques appli  quées 
en (S) ont pour den  sité, en chaque point de (S), le vec  teur contrainte cor  res  pon  dant 
en ce point.

Figure 4.4. Équi  libre d’un tron  çon de poutre.

Puisque la par  tie (B) de la poutre est en équi  libre sous l’action des forces direc  te -
ment appli  quées et de celles appli  quées à la par  tie (A), il en résulte que le sys  tème 
des forces élas  tiques s’exer  çant sur la sec  tion (S) consi  dé  rée comme appar  te  nant à 
la par  tie (B) de la poutre est équi  va  lent au sys  tème des forces appli  quées à la par  tie 
(A) : c’est le prin  cipe d’équi  va  lence (�gure 4.4).
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Appli  quons main  te  nant le prin  cipe de Saint- Venant : les contraintes sur la sec  tion (S) 
ne dépendent que de la résul  tante géné  rale R  et du moment résul  tant M des forces 
appli  quées sur la par  tie (A), pris par rap  port au centre de gra  vité G de cette sec  tion.

En toute rigueur, il faut soit sup  po  ser qu’il n’y a pas de forces appli  quées au voi  si -
nage de la sec  tion (S), soit, s’il y en a, que leur inn u  ence est faible par rap  port à celle 
de l’ensemble des forces appli  quées.

☞ Remarque

Il est usuel de consi  dé  rer les forces situées à gauche d’une sec  tion, mais il est pos  sible de consi  dé  rer 

les forces à droite. Appe  lons R et Ml l la résul  tante géné  rale et le moment résul  tant des forces à droite. 

L’équi  libre de la poutre néces  site que :

R R 0, soit R R et,+ = =-l l  de même M M=-l

Il est par  fois plus simple d’effec  tuer les cal  culs à par  tir des forces situées à droite d’une sec  tion : il 

suf  o t de se rap  pe  ler qu’il faut chan  ger de signes pour déter  mi  ner R et M.

4.3.2. SYSTÈME DES FORCES EXTÉRIEURES A UNE SEC  TION

En consi  dé  rant la o bre moyenne de la poutre, il est pos  sible de décom  po  ser la résul -
tante géné  rale des forces en ses deux pro  jec  tions (o gure 4.5) :

Figure 4.5. Contraintes internes dans une sec  tion de poutre.

la pro  jec  tion sur la tan  gente, dési  gnée par  – N  est appe  lée effort nor  mal,
la pro  jec  tion sur la nor  male, dési  gnée par  – T  est appe  lée effort tran  chant (3).

Comme son nom l’indique, l’effort nor  mal est nor  mal à la sec  tion.

L’effort tran  chant est situé dans la sec  tion. Son nom vient du cisaille  ment qu’il 
pro  voque (glis  se  ment de la par  tie (A) de la poutre par rap  port à la par  tie (B)).

3. Selon cer  taines nota  tions, l’effort tran  chant est dési  gné par V .
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De même, le couple résul  tant peut être décom  posé en deux couples :
l’un nor  mal à la sec  tion (S), appelé  – moment de tor  sion C,
l’autre situé dans le plan de la sec  tion, appelé  – moment �é  chis  santM.

Dans le cas d’une poutre à plan moyen, N  est porté par l’axe Gxl, et T par l’axe Gyl.

Le moment résul  tant se déduit du moment �é  chis  sant, mesuré en res  pec  tant la 
conven  tion de signe indi  quée au para  graphe 1.1.2.

Il est même pos  sible de réduire les sys  tèmes des forces exté  rieures à une force 
unique F  équi  pol  lente à la résul  tante géné  rale R  ; en géné  ral elle ne passe pas par 
le centre de gra  vité G.

Figure 4.6. Forces unique repré  sen  ta  tive des forces exté  rieures appli  quées à une sec  tion.

Le point K de l’axe Gyl où la ligne d’action de F  perce le plan de la sec  tion (S), 
décrit, lorsque la sec  tion varie le long de la �bre moyenne, la courbe des pres  sions 
(�gure 4.6).

Le moment �é  chis  sant est alors égal au moment de la force F  pris par rap  port au 
point G.

Le moment de l’effort tran  chant T  par rap  port au point G étant nul, le moment 
�é  chis  sant M est �na  le  ment égal au moment de l’effort nor  mal N  par rap  port au 
point G.

Consi  dé  rons main  te  nant la sec  tion (S’) voi  sine de (S), située à une dis  tance in�  ni  té -
si  male ds de celle- ci (�gure 4.7).

Nous sup  po  se  rons qu’entre ces sec  tions droites il n’y a aucune force ponc  tuelle 
appli  quée ; cepen  dant il peut y avoir des forces répar  ties d’inten  sité p par unité de 
lon  gueur. Au point G’, l’effort tran  chant sera égal à T − pds.

D’autre part, le moment �é  chis  sant est égal au moment de l’effort nor  mal N (c’est- à-
dire M cal  culé pré  cé  dem  ment), aug  menté du moment de l’effort tran  chant ( )T T ds$ , 
et dimi  nué du moment de la charge répar  tie ( )pds ds 2- $ .
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Figure 4.7. Sec  tions voi  sines.

On obtient : d ds ( )TM M M p ds 2
2

+ = + -  et, en négli  geant l’in�  ni  ment petit du 
deuxième ordre : d d ,TM M M T ssoit d ds M+ = + =  : on remarque que l’effort 
tran  chant est la déri  vée du moment �é  chis  sant par rap  port à l’arc de �bre moyenne.

4.3.3. APPLI  CA  TION : POUTRE DROITE SUR APPUIS SIMPLES

Consi  dé  rons une poutre de lon  gueur ℓ, posée sur deux appuis simples A et B, situés 
sur une même ligne hori  zon  tale (�gure 4.8).

Figure 4.8. Cas d’une force appli  quée à une poutre sur appuis simples.



user 189 at Tue Sep 14 16:59:59 +0200 2010

RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX

52

Est appli  quée à cette poutre une force P  ver  ti  cale, à la dis  tance a de A. Le cal  cul des 
dif  fé  rents efforts et moments dans une sec  tion droite (S) située à la dis  tance x de A 
s’effec  tue comme suit.

Il faut dans un pre  mier temps cal  cu  ler les réactions RA et RB (cf. § 1.3. Elles valent :

 




R P

a
R P

a
A B= =-  

– Pre  mier cas : x # a

 Les forces à gauche de la sec  tion (S) se limitent à la réac  tion RA . Puisque cette 
réac  tion est ver  ti  cale, donc perpen  di  cu  laire à la �bre moyenne de la poutre qui est 
hori  zon  tale :
• l’effort nor  mal est nul : N = 0,
• l’effort tran  chant est ègal à la réac  tion RA :

 

( )

T P
a

=
-

 

 Quant au moment �é  chis  sant, c’est le moment de RA  par rap  port au centre de 
gra  vité de (S), soit :

 

( )

M R x Px
a

A= =
-

$  

– Second cas : x $ a

 Les forces à gauche de (S) sont la réac  tion RA  et la force appli  quée P  :
• l’effort nor  mal est nul,
• l’effort tran  chant est cal  culé comme suit :

 


T R P T P
a

A (= =- -  

 On remarque que l’effort tran  chant est égal à RB- , seule force à droite de (S). 
Il aurait donc été pos  sible de le cal  cu  ler direc  te  ment, en consi  dé  rant les forces à 
droite, chan  gées de signe (cf. § 4.3).

 Le moment �é  chis  sant est donné par :

 



( )
( )

M R x P x a Pa
x

A= =- -
-

$  

 De même que pour l’effort tran  chant il aurait été pos  sible de cal  cu  ler le moment 
des forces à droite, changé de signe, soit :

 

( ) ( 1) ( )M R x P

a
xB #= =+- - - -  

 On retrouve bien le résul  tat pré  cé  dent.
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☞ Remarque

Le pre  mier signe moins cor  res  pond au signe du moment de la réac  tion RB, qui tend à faire tour  ner 

le sys  tème vers la gauche, contrai  re  ment à la réac  tion RA et àlaforce P, qui tendent à faire tour  ner le 

sys  tème vers la droite. Le deuxième signe moins pro  vient des forces à droite de la sec  tion (S).

Il est pos  sible de véri  �er que, dans chaque cas, l’effort tran  chant est égal à la déri  vée du moment 

�é  chis  sant par rap  port à l’abs  cisse x. Ce résul  tat est valable pour toutes les poutres droites. Pour les 

arcs, l’effort tran  chant T est la déri  vée du moment �é  chis  sant M par rap  port à la lon  gueur s de l’arc.

4.4  SECONDE HYPO  THÈSE FON  DA  MEN  TALE  
DE LA THÉO  RIE DES POUTRES :  
PRIN  CIPE DE NAVIER- BERNOUILLI

L’hypo  thèse de Navier- Bernoulli consiste à sup  po  ser que, dans la défor  ma  tion de 
la poutre, les sec  tions nor  males à la �bre moyenne res  tent planes. Cette hypo  thèse 
est véri  �ée pour les défor  ma  tions dues au seul moment �é  chis  sant, mais n’est plus 
valable dans le cas où la poutre est sou  mise à un moment de tor  sion (cas qua  si  ment 
exclu dans le présent ouvrage).

Il est éga  le  ment admis que cette hypo  thèse est aussi valable dans le cas géné  ral où 
il y a un effort tran  chant.

Cette hypo  thèse est main  te  nue dans les règle  ments de béton armé ou pré  contraint, 
même lors des cal  culs aux états- limites de rup  ture.

4.5 EXER  CICE : ARC SYMÉ  TRIQUE À TROIS ARTI  CU  LATIONS

➜ Énoncé
Consi  dé  rons un arc symé  trique à trois arti  cu  lations A, B et C, non pesant, sou  mis à 
une force P  dis  po  sée au point D (�gure 4.9, page sui  vante).

1. Cet arc est- il iso statique (voir au § 1.3 la dé�  ni  tion d’un sys  tème iso statique) ?

2. Cal  cu  ler les réac  tions en A et B.

3. Cal  cu  lez le moment �é  chis  sant, l’effort tran  chant et l’effort nor  mal en un point 
situé légè  re  ment à gauche de D (�gure 4.10).

➜ Solu  tion
1° Les inconnues sont les réac  tions aux points A et B. (La réac  tion au point C est 
éga  le  ment une inconnue, mais c’est une force inté  rieure à l’arc. Elle ne doit donc 
pas être prise en compte pour la déter  mi  na  tion du carac  tère iso statique ou hyper -
s  ta  tique de l’arc).

A et B étant deux arti  cu  lations, les réac  tions se limitent à de simples forces pas  sant 
par les points A et B, à l’exclu  sion de tout moment d’encas  tre  ment. En revanche, ces 
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forces ont une direc  tion quel  conque, du fait des arti  cu  lations. Il faut les décom  po  ser 
en leurs pro  jec  tions sur les axes Ax et Ay, c’est- à-dire :

 : ( , ) et : ( , )R RX Y X YA A A B B B  

soit au total quatre inconnues.

Les rela  tions per  met  tant de les cal  cu  ler sont les sui  vantes :
les trois équa  tions d’équi  libre, –

Figure 4.10. Effort nor  mal, effort tran  chant et moment �é  chis  sant en un point de l’arc.

Figure 4.9. Arc à trois arti  cu  lations.
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la rela  tion indi  quant que C est une arti  cu  lation, c’est- à-dire que le moment �é - –
chis  sant en C est nul. En effet, la réac  tion du demi arc CB sur le demi arc CA 
passe par C du fait de l’arti  cu  lation, et donc son moment par rap  port à C est nul.

Le nombre d’équa  tions étant égal au nombre d’inconnues, le sys  tème est iso statique. 
Si l’arc n’avait que deux arti  cu  lations, il serait en revanche hypers  ta  tique.

2° Déter  mi  nons les quatre rela  tions indi  quées ci- dessus :
La somme des forces hori  zon  tales est nulle : –

 X X 0A B+ =  (4.1)

La somme des forces ver  ti  cales est nulle : –

 Y Y P 0A B+ - =  (4.2)

Le moment en un point quel  conque est nul. Pre  nons, par exemple, au point B : –

 2 (2 ) 0a Y P a dA =- -$  (4.3)

Le moment �é  chis  sant en C est nul : –

 ( ) 0a Y P a d X fA A =- - -$ $  (4.4)

L’équa  tion (4.3) per  met d’écrire :

 
( )

Y P
a

a d

2

2
A =

-
 

L’équa  tion (4.2) per  met d’obte  nir, en rem  pla  çant YA par la valeur trou  vée :

 Y P
a

d

2
B=  

L’équa  tion (4.4) per  met de cal  cu  ler :

 
X P

f
d

2
A=

 

et l’équa  tion (4.1) per  met d’obte  nir :

 
X P

f
d

2
B=-

 

3° L’effort nor  mal, l’effort tran  chant et le moment �é  chis  sant en un point de l’arc 
sont repré  sen  tés sur la �gure 4.10, page précédente.
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– Le moment �é  chis  sant est égal à la somme des moments de XA et de YA, soit :

 
( )

M P
a

a d
d P

f
d

d
2

2

2
=

-
-$ $ l  

– L’effort tran  chant est porté par la perpen  di  cu  laire Dn à la �bre moyenne ; il est 
égal à la pro  jec  tion des forces à gauche du point D sur cette droite Dn :

 
( )

cos sinT P
a

a d
P

f
d

2

2

2
= i i

-
-  

 La force P  n’inter  vient pas, puisque nous sommes volon  tai  re  ment légè  re  ment à 
gauche de D.

– L’effort nor  mal est la pro  jec  tion sur Dt des forces à gauche du point D, soit :

 
( )

sin cosN P
a

a d
P

f
d

2

2

2
= +i i

-
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Contraintes dues à l’effort 
nor  mal et au moment 

flé  chis  sant5
5.1.  ÉTUDE DE L’EFFORT NOR  MAL.  

COMPRES  SION OU TRAC  TION SIMPLE

Consi  dé  rons un élé  ment de poutre compris entre deux sec  tions (S) et ( )Sl  paral  lèles, 
de centres de gra  vité res  pec  tifs G et Gl. L’élé  ment de �bre moyenne GGl a pour 
lon  gueur Dx. Les deux sec  tions (S) et ( )Sl  sont sou  mises à des efforts nor  maux N  
et N- .

Il convient de comp  ter posi  ti  ve  ment N  pour une compres  sion, néga  ti  ve  ment pour 
une trac  tion (�gure 5.1, page sui  vante).

Un effort nor  mal simple est obli  ga  toi  re  ment appli  qué au centre de gra  vité de chaque 
sec  tion ; sinon la sec  tion serait éga  le  ment sou  mise à un moment, hypo  thèse exclue 
pour le présent cas de �gure.

Les contraintes sont nor  males et répar  ties uni  for  mé  ment sur toute la sur  face de la 
sec  tion. Rap  pe  lons que la sec  tion est située à une dis  tance assez éloi  gnée du point 
d’appli  ca  tion des charges.

La valeur de cette contrainte uni  forme est N S=v  en appe  lant S l’aire de la 
sec  tion (S). Si N est exprimé en Newton (N) et S en m2, la contrainte v est expri  mée 
en Pas  cal (Pa).

L’élé  ment de �bre de lon  gueur Dx, compris entre (S) et ( )Sl , subit, selon la loi de 
Hooke, un allon  ge  ment égal à :

 ( )x
E S

N
xT T T=-

$
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Figure 5.1. Compres  sion d’un élé  ment de poutre.

Donc les deux sec  tions (S) et ( )Sl  se déplacent pen  dant la défor  ma  tion, paral  lè  le  ment 
entre elles, sans rota  tion de l’une par rap  port à l’autre.

5.2. ÉTUDE DU MOMENT FLÉ  CHIS  SANT

5.2.1. FLEXION PURE

Il y a �exion pure, lors  qu’un élé  ment de poutre est sou  mis seule  ment à un moment 
�é  chis  sant, sans effort tran  chant.

Cette der  nière condi  tion néces  site que le moment �é  chis  sant soit constant, sinon il y 
aurait un effort tran  chant égal à la déri  vée du moment �é  chis  sant par rap  port à l’arc 
de la �bre moyenne, comme indi  qué ci- dessus.

Consi  dé  rons un élé  ment de la poutre compris entre deux sec  tions in�  ni  ment 
voi  sines (S) et ( )Sl . Les deux sec  tions sont sup  po  sées sou  mises à des couples égaux 
au moment �é  chis  sant M, comme indi  qué sur la �gure 5.2, page sui  vante ; la �gure 
est faite de telle sorte que M soit posi  tif.

D’après le prin  cipe de Navier- Bernoulli les lon  gueurs des �bres varient comme si les 
sec  tions res  taient planes après défor  ma  tion (1). Il en résulte que la sec  tion ( )Sl  subit 
par rap  port à (S) une rota  tion rela  tive : sa nou  velle posi  tion est ( )Sm  comme indi  qué 
sur la �gure 5.2, page ci- contre.

1. Les sec  tions res  tent effec  ti  ve  ment planes dans le cas de la �exion pure.
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Figure 5.2. Moment agis  sant sur deux sec  tions voi  sines. À droite : rota  tion de la sec  tion ( )Sl  .

On démontre que le centre de gra  vité Gl ne varie pas et que l’axe Gz est l’axe de 
rota  tion de la sec  tion ( )Sl .

En appli  ca  tion de la loi de Hooke, les contraintes nor  males sont pro  por  tion  nelles 
aux allon  ge  ments des �bres telles que PPl. En posant GP = y, on voit (�gure 5.2) 
que l’allon  ge  ment P Pl m de PPl est égal à y tan a, a étant l’angle de rota  tion de la 
sec  tion ( )Sl  par rap  port à son centre de gra  vité Gl. L’allon  ge  ment des �bres étant 
pro  por  tion  nel à y, la contrainte nor  male est donc éga  le  ment pro  por  tion  nelle à y. Elle 
est égale à :

 
I

M y
=v  (5.1)

M –  étant le moment �é  chis  sant, exprimé en mN ;
I –  étant le moment d’iner  tie de la sec  tion par rap  port à l’axe Gz, exprimé en m4 ;
y –  étant exprimé en m, v est exprimé en Nm−2.

Sur Gz, y étant nul, la contrainte est nulle ; c’est pour  quoi on appelle Gz l’axe neutre. 
Dans le cas de la �exion pure, il n’y a pas d’autre contrainte que la contrainte 
nor  male.

Quant à la rota  tion rela  tive de la sec  tion ( )Sl  par rap  port à la sec  tion (S), elle 
pro  voque un allon  ge  ment des �bres telle que la �bre PPl, qui est égal, d’après la loi 
de Hooke, à :

 P P
E

xT
=
v

l m  
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Soit, en rem  pla  çant v par sa valeur don  née en (5.1), on obtient :

 P P
EI
M

y xT=l m  

Consi  dé  rons main  te  nant la �gure 5.3 mon  trant la rota  tion de la sec  tion ( )Sl  autour 
de l’axe G zl  pas  sant par son centre de gra  vité (G )l .

Figure 5.3. Rota  tion de la sec  tion ( )Sl  autour de l’axe G zl .

La sec  tion ( )Sl  paral  lèle à la sec  tion (S) avant défor  ma  tion, vient cou  per celle- ci 
selon une droite repré  sen  tée sur le plan de pro  jec  tion par le point O.

En consi  dé  rant les tri  angles sem  blables G P Pl l m et OGGl le théo  rème de Thalès 
per  met d’écrire :

 
P P GG xT

P G GO
soit

EIy R
= =

My xT

l l

l m l
 

En sim  pli  �ant, l’équa  tion devient :

 
R EI

M1
=  

Dans le cas de la �exion pure, le moment M est sup  posé constant. En consi  dé  rant une 
poutre consti  tuée d’un maté  riau homo  gène (c’est- à-dire E constant), et de sec  tion 
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constante (donc de moment d’iner  tie I constant), R est constant. Les centres de gra -
vité de toutes les sec  tions se trouvent ainsi dis  po  sés sur un cercle de centre O. C’est 
pour  quoi la �exion pure est éga  le  ment appe  lée �exion cir  cu  laire.

☞ Remarque

Pour obte  nir dans une poutre un moment constant, ou du moins quasi constant, on retient le dis  po  si  tif 

sui  vant :

Figure 5.4. Déter  mi  na  tion d’un moment �é  chis  sant constant.

Entre les sec  tions (S) et (S )l , si l’on néglige le poids de la poutre par rap  port aux forces exté  rieures, il 

existe un moment constant égal à M P d=- $ .

5.2.2. FLEXION SIMPLE

Lorsque le moment �é  chis  sant n’est pas constant, il est accom  pa  gné d’un effort 
tran  chant, égal à sa déri  vée par rap  port à l’arc de la �bre moyenne.

S’il n’y a pas d’effort nor  mal, on dit qu’il y a �exion simple. S’il y a un effort nor -
mal, on dit qu’il y a �exion compo  sée.

Les résul  tats de l’étude de la �exion simple sont très sem  blables à ceux de la �exion 
pure :

chaque sec  tion (S) pivote autour de l’axe G – z. Tou  te  fois, le rayon de cour  bure R 
de la �bre moyenne défor  mée (lieu de Gz après défor  ma  tion) n’est plus constant, 
puisque le moment �é  chis  sant n’est pas constant ;
la contrainte nor  male est tou  jours  –

I

My
=v , mais elle n’est plus seule : des 

contraintes tangentielles (cf. cha  pitre 6) s’y ajoutent.

5.2.3. FLEXION COMPO  SÉE

Une sec  tion est dite sol  li  ci  tée à la �exion compo  sée, lors  qu’elle sup  porte à la fois un 
moment �é  chis  sant M, un effort nor  mal N  et un effort tran  chant T.

L’étude de la �exion compo  sée (�gure 5.5, page sui  vante) résulte immé  dia  te  ment de 
la super  po  si  tion des résul  tats obte  nus dans l’étude de la compres  sion simple et dans 
celle de la �exion simple.
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Figure 5.5. Posi  tion de l’axe neutre en �exion compo  sée

Elle implique les phé  no  mènes sui  vants :
le dépla  ce  ment rela  tif de la sec  tion (S) voi  sine de  – ( )Sl  pen  dant la défor  ma  tion, 
comprend une trans  la  tion (due à l’effort nor  mal N) et une rota  tion autour de l’axe 
Gz (due au moment �é  chis  sant) ;
la contrainte nor  male en un point P situé à une dis  tance  – y de la �bre moyenne est 
égale à :

 
S
N

I
= +v

My
 

L’axe neutre est dé�ni comme le lieu des contraintes nulles. La rela  tion v = 0 
cor  res  pond donc à :

 0
S
N

I
+ =

My
 

d’où :

 y
S
N

M
I

=-  

Cet axe neutre est paral  lèle à celui dû au seul moment �é  chis  sant, mais il ne passe 
pas par le centre de gra  vité.

Or la sec  tion est sou  mise à un effort N  appli  qué en son centre de gra  vité, et à un 
couple M. Il est donc pos  sible de rem  pla  cer ce couple par une force unique F , 
appli  quée en un point C dif  fé  rent du centre de gra  vité (�gure 5.6, page ci- contre).

Pour res  pec  ter les prin  cipes de la sta  tique, il faut que :
cette force soit égale à l’effort nor  mal :  – F N=  (éga  lité des résul  tantes géné  rales 
des deux sys  tèmes) ;
le moment de cette force par rap  port à G soit égal au couple M : M  – = N # GC.

La posi  tion du point C est ainsi connue. Le point C est appelé point de pas  sage de la 
force exté  rieure. Lorsque (S) varie, il décrit la courbe des pres  sions.
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Figure 5.6. Couple et force équi  va  lente.

5.2.4. NOYAU CEN  TRAL - RÉSIS  TANCE DES MAÇON  NE  RIES

Cer  tains maté  riaux, tels que les maçon  ne  ries ou le béton non armé, ne peuvent 
sup  por  ter, en toute sécu  rité, que des contraintes nor  males de compres  sion. Il est donc 
inté  res  sant de déter  mi  ner dans quelle par  tie de la sec  tion doit se trou  ver le point de 
pas  sage C de la force exté  rieure (qui est néces  sai  re  ment une force de compres  sion : 
N 2 0), de sorte que la sec  tion (S) soit entiè  re  ment compri  mée. Cette par  tie de 
sec  tion compri  mée est appe  lée noyau cen  tral.

Pour déter  mi  ner le noyau cen  tral, il suf  �t d’écrire :

 
N

0
S I

$= +v
My

 

soit

 GC , si 0 GC , si 0
N
M

Sy
I

y
Sy
I

yet2 2 1 1= - -  

Dans le cas d’une sec  tion rec  tan  gu  laire de base b et de hau  teur h, on obtient :
la sec  tion :  – S = bh ;
le moment d’iner  tie par rap  port à l’axe G – z : I bh 12

3=  ;
le maxi  mum de  – y : h 2! .

Il en résulte que GCh h6 61 1- .

Dans le cas de la sec  tion rec  tan  gu  laire, la par  tie de Gy à l’inté  rieur de laquelle doit 
se trou  ver le point C cor  res  pond donc au tiers de la hau  teur h : elle est appe  lée tiers 
cen  tral (�gure 5.7, page sui  vante).

☞ Remarque

Une autre repré  sen  ta  tion, uti  li  sée en béton armé et pré  contraint peut être uti  li  sée pour déter  mi  ner le 

noyau cen  tral.
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Figure 5.7. Tiers cen  tral .

En effet, comme indi  qué pré  cé  dem  ment (o gure 5.5, page 52), la défor  ma  tion d’une sec  tion quel  conque, 

en n exion compo  sée, comporte une petite trans  la  tion paral  lèle à la o bre moyenne et une légère rota  tion 

autour de l’axe Gz.

Or, d’après la loi de Hooke, les contraintes sont pro  por  tion  nelles aux défor  ma  tions. Donc il est 

pos  sible de tra  cer une courbe repré  sen  ta  tive des contraintes en fonc  tion de la dis  tance à l’axe neutre 

très sem  blable à la courbe des défor  ma  tions (o gure 5.8).

Figure 5.8. Repré  sen  ta  tion des contraintes en n exion compo  sée .

La par  tie de la courbe située du côté des contraintes posi  tives repré  sente la par  tie de la sec  tion 

compri  mée. L’autre par  tie cor  res  pond à la par  tie de la sec  tion ten  due.

Dans le cas des maçon  ne  ries, toute la sec  tion doit être compri  mée. Donc le dia  gramme des contraintes 

doit être du type tri  an  gu  laire, voire tra  pé  zoï  dal (o gure 5.9, page ci- contre).
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Figure 5.9. Dia  gramme des contraintes en compres  sion.

Dans le cas limite du dia  gramme tri  an  gu  laire, la contrainte est nulle si :

 
N

0
S I

=-
My

 

soit :
 

N

M

Sv

I
=  

Nous retrou  vons ainsi le noyau cen  tral dé�ni pré  cé  dem  ment.

5.3. EXER  CICES

5.3.1. ÉTUDE D’UNE POUTRE MÉTAL  LIQUE

➜ Énoncé
Consi  dé  rons une poutre métal  lique consti  tuée par un pro  �lé IPN de 120 mm de 
hau  teur.

Un tel pro  �lé aune sec  tion de 14,2 cm2 et un moment d’iner  tie de 328 cm4. Cal  cu  lez 
les contraintes sur les �bres extrêmes :

1. dans le cas où la poutre est sou  mise à un effort de compres  sion de 100 000 N. Le 
phé  no  mène de �am  be  ment étu  dié par la suite est négligé ;

2. dans le cas où, en plus de cet effort de compres  sion, la poutre est sou  mise à un 
moment �é  chis  sant de 5 470 mN.

➜ Solu  tion
1. La contrainte due à l’effort nor  mal est :

 
14,2 10 m

N
7 10 Pa ou 70 MPa

S

N 100 000
4 2

7= = =v
-

$

$  
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2. La contrainte vaut main  te  nant :

 
N

avec 60 mm
S I

y != + =v
My

 

 d’où :

 54,7 cm ou 54,7 10 m
y
I

6

328 3 36= = -
$  

 Ce qui donne :

 70 MPa
54,7 10

70 100 MPa
5 470

6
! != =v

-
$

 

 d’où le dia  gramme des contraintes de la �gure 5.10.

Figure 5.10. Dia  gramme des contraintes.

5.3.2. ÉTUDE D’UNE SEC  TION CIR  CU  LAIRE

➜ Énoncé
Déter  mi  ner le noyau cen  tral d’une sec  tion cir  cu  laire.

➜ Solu  tion
Appli  quons la méthode géné  rale du para  graphe 5.2.3. La condi  tion est :

 OC si 0 et OC si 0
Sy
I

y
Sy
I

y2 2 1 1- -  

 avec , etI
R

S R y R
4

4
2

!= = =
r

r  

Il en résulte : R OC R4 41 1-  : le noyau cen  tral est situé dans le quart cen  tral 
(�gure 5.11, page ci- contre).
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Figure 5.11. Quart cen  tral d’une sec  tion cir  cu  laire.

5.3.3. ÉTUDE D’UNE FON  DA  TION

➜ Énoncé
Consi  dé  rons le mur de fon  da  tion dont la coupe lon  gi  tu  di  nale est don  née sur la 
�gure 5.12 :

Figure 5.12. Fon  da  tion parallélépipédique.

Ce mur est consti  tué d’un paral  lélé  pi  pède en béton de lon  gueur 3,00 m, de hau  teur 
1,00 m et de lar  geur 1,00 m.

Ce mur sup  porte au point E une force F = 30 000 N (repré  sen  tant, par exemple, la 
charge d’un poteau).
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Sachant que le poids volumique du béton est de 23 000 N m
3
, étu  diez la répar  tition 

des contraintes sur la face infé  rieure du mur (AB).

1. Déter  mi  nez la force de compres  sion appli  quée sur la face (AB).

2. Cal  cu  lez les contraintes extrêmes aux points A et B et des  si  nez la courbe de 
répar  tition des contraintes.

3. Déter  mi  nez la posi  tion de la force exté  rieure unique repré  sen  tant la résul  tante 
géné  rale et le couple appli  qués à la sec  tion hori  zon  tale de base (AB).

➜ Solu  tion
1. La résul  tante des forces est une force de compres  sion : sa valeur est égale au 

poids de la maçon  ne  rie, soit 69 000 N, aug  menté du poids du poteau, soit 30 000 
N, donc un total de 99 000 N.

2. La force F  étant excen  trée par rap  port au centre de gra  vité de la sec  tion, pro  duit 
un moment dans cette sec  tion, égal au pro  duit de la force par le bras de levier de 
0,50 m par rap  port au centre de gra  vité O de la sec  tion, soit M = 15 000 mN.

 Pour cal  cu  ler les contraintes, on applique la for  mule don  née ci- dessus :

 
S

N

I

Mv
!=v  

 avec : N = 99 000 N ; S = 3 m2 ; M = 15 000 mN ; v = 1,50 m

 et 2,25 mI
bh

12 12

1 33 3
4#

= = =  

 D’où 33 000 10 000 Pa!=v , soit 23 000 Pa en B et 43 000 Pa en A, et la 
dis  tri  bu  tion tra  pé  zoï  dale de la �gure 5.13.

Figure 5.13. Dis  tri  bu  tion tra  pé  zoï  dale des contraintes.
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3. La force exté  rieure unique repré  sen  ta  tive de l’ensemble a pour valeur 99 000 N 
et doit être pla  cée de manière à pro  duire un moment égal à celui déter  miné 
pré  cé  dem  ment, soit 15 000 mN.

 La posi  tion P du point d’appli  ca  tion de la force est donc telle que :

 OP 0,1515 m15 000 99 000= = , P étant situé entre A et O.

 Pour une lon  gueur de 3,00 m, le noyau cen  tral (ici, le tiers cen  tral), est situé 0,50 m 
de part et d’autre du point O. Le point P est donc situé lar  ge  ment à l’inté  rieur du 
noyau cen  tral, ce qui est véri  �é par les valeurs posi  tives des contraintes.
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Contraintes pro  duites  
par l’effort tran  chant

6
6.1. GÉNÉ  RA  LI  TÉS

L’effort tran  chant rela  tif à une sec  tion de poutre a pour effet de faire glis  ser la 
par  tie de la poutre par rap  port à la par  tie droite, le long de cette sec  tion : l’effort 
tran  chant pro  duit donc dans la sec  tion des efforts tangentiels, appe  lés aussi efforts 
de cisaille  ment.

Il ne pro  duit d’ailleurs que des efforts tangentiels. Les efforts nor  maux qui sont 
conco  mi  tants aux efforts tangentiels, sont dus uni  que  ment au moment �é  chis  sant 
qui accom  pagne l’effort tran  chant (1).

Dans le cas des poutres à plan moyen, l’effort tran  chant T  est dirigé selon l’axe Gy.

Les compo  santes t et ty z  de la contrainte de cisaille  ment doivent satis  faire aux rela -
tions sui  vantes :

 ds Tty =$/  (6.1)

 ds 0tz =$/  (6.2)

D’autre part, les compo  santes t et ty z  sont liées entre elles. Il en résulte (2) qu’au 
voi  si  nage du contour de la sec  tion, la contrainte de cisaille  ment est paral  lèle au 
contour (�gure 6.1, page sui  vante).

1. Rap  pe  lons que l’effort tran  chant est la déri  vée du moment �é  chis  sant par rap  port à l’arc de la �bre 

moyenne.

2. Nous l’admet  trons sans démons  tra  tion.
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Figure 6.1. Contraintes tangentielles à l’inté  rieur d’une sec  tion.

D’autre part, consi  dé  rons une poutre consti  tuée de plu  sieurs lamelles super  po  sées, 
de même lon  gueur et de même épais  seur (�gure 6.2, page ci- contre).

Cette poutre, repo  sant sur deux appuis simples de niveau, est char  gée en son milieu. 
La poutre se déforme et chaque lamelle glisse par rap  port aux lamelles adja  centes 
(�gure 6.2, page sui  vante).

Ce glis  se  ment est pro  vo  qué par des contraintes tangentielles lon  gi  tu  di  nales à la 
poutre.

La �exion simple engendre donc des contraintes de cisaille  ment dans deux caté  go -
ries de plans perpen  di  cu  laires : le plan des sec  tions droites (�gure 6.1) et les plans 
lon  gi  tu  di  naux (�gure 6.2.b, page sui  vante).

Ces résul  tats cor  res  pondent au théo  rème de Cauchy : les contraintes de cisaille  ment 
agis  sant sur deux plans perpen  di  cu  laires sont telles que leurs compo  santes perpen -
di  cu  laires à la droite d’inter  sec  tion des deux plans sont égales et diri  gées toutes 
deux, soit vers la droite, soit en sens inverse (�gure 6.3, page ci- contre).

6.2. CAL  CUL DE LA CONTRAINTE DE CISAILLE  MENT

Une théo  rie sim  pli  �ée consiste à sup  po  ser que :
la compo  sante  – tz  de la contrainte est négli  geable,
la compo  sante  – ty  de la contrainte est constante sur toute paral  lèle AB à l’axe Gz.
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Figure 6.2. Poutre non char  gée (en haut) et char  gée (en bas).

La valeur de la compo  sante ty  est alors don  née par la for  mule :

 t
I b

T m
y =

$

$  (6.3)

où :
T –  est l’effort tran  chant,
m –  est le moment sta  tique de l’aire hachu  rée sur la o gure 6.4, page sui  vante,
I –  est le moment d’iner  tie de la sec  tion totale par rap  port à Gz,
b –  est la lar  geur de la sec  tion sui  vant AB.

Figure 6.3. Contraintes tangentielles sur deux faces perpen  di  cu  laires.
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Figure 6.4. Contrainte de cisaille  ment sur la droite AB.

En effet, consi  dé  rons un prisme élé  men  taire de sec  tion dS compris entre deux sec -
tions droites (S) et ( )Sl  in�  ni  ment voi  sines (dis  tantes de ds), et situé au-des  sus du 
plan AB (�gure 6.5, page ci- contre).

En sup  po  sant qu’aucune force exté  rieure ne soit appli  quée à la poutre entre les sec -
tions (S) et ( )Sl , ce prisme est en équi  libre sous l’action des forces sui  vantes :

son poids, dans ce cas négligé, –
sur la sec  tion (S) : –

d’une part, les forces  • dSv $  dues aux contraintes nor  males résul  tant du moment 
�é  chis  sant M,
d’autre part, les forces  • dt Sy $  dues aux contraintes tangentielles résul  tant de 
l’effort tran  chant T ,

sur la sec  tion  – ( )Sl  :
d’une part, les forces  • dSv $l  résul  tant du moment �é  chis  sant dM M= + ,
d’autre part, les forces  • dt Sy $  résul  tant de l’effort tran  chant T T=l  (puis  qu’il 
n’y a pas de force appli  quée entre (S) et ( )Sl ,

sur la face paral  lèle à  – ABA Bl l, les forces d dt z sy $ $  dues aux contraintes de 
cisaille  ment lon  gi  tu  di  nal.

Au total, l’éga  lité sui  vante doit être véri  �ée :

 d d d d 0z sS S ty+ =v v- l  

avec : d d dS z y= $
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Figure 6.5. Contraintes appiquées à un prisme élé  men  taire.

soit :

 d d d 0y sy ty+ =v v- l  

et

 
-

d ds y

y
=

v v tl . 

Or :

 dM
-

-
; d ;

d ds sI
M

I I
T

I
= = = =v v v

v vyMy y y
l

l  

d’où :

 dt
I
T

y yy = . 

Éten  dons main  te  nant la for  mule à l’ensemble de la sur  face hachu  rée de la �gure 6.4. 
On a :

 / / dt bt
I
T

y y
I

Tm
y y= = =  

où m est le moment sta  tistique de la sur  face hachu  rée par rap  port à l’axe Gz. On a 
bien démon  tré la for  mule 6.3 :

 t
Ib

Tm
y =  

Il est pos  sible de véri  �er que les rela  tions (6.1) et (6.2) sont satis  faites. La compo -
sante : ty  de la contrainte varie avec l’ordon  née y comme le rap  port m b puisque m 
et b sont fonc  tion de y.
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Elle est nulle aux points les plus éloi  gnés de l’axe Gz et passe par un maxi  mum pour 
l’ordon  née y cor  res  pon  dant au maxi  mum de m b. Ce maxi  mum est géné  ra  le  ment 
atteint pour y = 0 (mais ce n’est pas tou  jours vrai).

Consi  dé  rons le cas par  ti  cu  lier de la contrainte appli  quée au niveau du centre de 
gra  vité (y = 0).

Dans le plan Gxy (c’est- à-dire le plan moyen de la poutre), les contraintes nor  males 
dues au moment �é  chis  sant sont repré  sen  tées par une droite BAl l pas  sant par G 
(�gure 6.6).

Figure 6.6. Contarintes nor  males dans le plan moyen.

Rap  pe  lons que la contrainte nor  male est pro  por  tion  nelle à l’ordon  née y selon la 
for  mule :

 
I
M

y=v  

La par  tie GAl de la ligne repré  sen  ta  tive des contraintes cor  res  pond aux ordon  nées 
posi  tives (y > 0), c’est- à-dire aux contraintes de compres  sion. La par  tie GBl cor  res -
pond aux contraintes de trac  tion.

L’ensemble des forces de compres  sion a pour résul  tante une force F  pas  sant par le 
centre de gra  vité du tri  angle GAAl. De même, les forces de trac  tion ont pour résul -
tante une force Fl pas  sant par le centre de gra  vité du tri  angle GBBl.

Pour obte  nir un état d’équi  libre, le sys  tème des forces F et Fl, qui sont des forces 
élas  tiques inté  rieures, doit compen  ser le sys  tème des forces exté  rieures, qui, dans le 
cas d’un seul moment �é  chis  sant, se réduit à un couple. Donc F et Fl doivent for  mer 
un couple, c’est- à-dire : F F=- l.

Z dési  gnant le bras de levier du couple, on obtient : M F Z#= .
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Or, la for  mule don  nant la valeur de la contrainte de cisaille  ment ty s’écrit :

 t
I b

T m
y =

$

$  

où m est ici le moment sta  tique de la par  tie de la sec  tion située au- dessus de l’axe Gz 
(�gure 6.7), soit dm y s=/ .

Figure 6.7. Sec  tion située au- dessus de l’axe Gz.

Rem  pla  çons y par sa valeur tirée de la for  mule don  nant la contrainte nor  male :

 , soit
I

y
M
I

= =v v
My  

on obtient :

 ( d ) ( d )m
M

I
s

M

I
s= =v v $/ /  

où ( d )sv $/  repré  sente la somme des forces élas  tiques situées au- dessus de l’axe 
Gz, c’est- à-dire la somme des forces élas  tiques de compres  sion, soit leur résul  tante 
F .

Nous obte  nons donc m IF M I Z= = .

La for  mule don  nant la contrainte de cisaille  ment au niveau du centre de gra  vité 
devient alors la for  mule simple sui  vante :

 t
bZ
T

y =  
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☞ Remarque

La valeur (géné  ra  le  ment maximale) de la contrainte de cisaille  ment au niveau du centre de gra  vité 
est supé  rieure à celle qui résul  te  rait de l’hypo  thèse selon laquelle la contrainte serait uni  forme tout le 
long de la sec  tion. Dans ce der  nier cas, on aurait en effet t T S= , qui est géné  ra  le  ment infé  rieur à 
T bZ .

6.3. ÉTUDE DE QUELQUES SEC  TIONS PAR  TI  CU  LIÈRES

6.3.1. SEC  TION REC  TAN  GU  LAIRE DE HAU  TEUR 2h ET DE LAR  GEUR b

Pour cette sec  tion, les carac  té  ris  tiques I, m et ty sont :

 I bh
3

2 3=  

 ( )m
b

h y
2

2 2= -  

 
( )

t
bh

T h y

4

3
y 3

2 2

=
-

 

En intro  dui  sant l’aire de la sec  tion : S = 2bh, on a

 t
S
T

h

y

2

3
1y 2

2

= -e o  

La répar  tition de la contrainte de cisaille  ment sur la hau  teur de la sec  tion suit une 
loi para   bo lique (�gure 6.8), et le maxi  mum, obtenu pour y = 0, est égal à 1,5 fois la 
contrainte moyenne T S .

Figure 6.8. Répar  tition des contraintes de cisaille  ment dans une sec  tion rec  tan  gu  laire.
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6.3.2. SEC  TION CIR  CU  LAIRE DE RAYON R

La contrainte de cisaille  ment est dé�  nie par :

 t
S
T

R

y

3

4
1y 2

2

= -e o 

La répar  tition des contraintes sur la hau  teur de la sec  tion est para   bo lique, le maxi -
mum, obtenu pour y = 0, étant les quatre tiers de la contrainte moyenne.

6.3.3. SEC  TION EN DOUBLE- TÉ SYMÉ  TRIQUE PAR RAP  PORT À L’AXE Gz

Dési  gnons par s, la sec  tion de l’âme, sl, la sec  tion d’une mem  brure, m, le rap  port 
s sl.

Figure 6.9. Répar  tition des contraintes de cisaille  ment dans une sec  tion en double- té.

Si e et el sont petits devant h et b, c’est- à-dire si les termes de degré supé  rieur ou 
égal à 2 sont négli  gés, les résul  tats sui  vants sont obte  nus : la contrainte de cisaille -
ment est maximale au niveau du centre de gra  vité (�gure 6.9) et a pour valeur :

 
T

t k
s

T

1 6

1 4
=

+

+
=

m

m

s
 

Le coef  �  cient k a pour valeur 1,045 pour m = 0,6 et 1,031 pour m = 0,4.

Dans la mesure où la contrainte de cisaille  ment dimi  nue légè  re  ment du centre vers 
les mem  brures, il résulte que l’on a, sur toute la hau  teur de l’âme, avec une bonne 
approxi  ma  tion (< 4 %), d’autant meilleure que s s=m l  est petit :

 t
S

T
.  
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On peut donc effec  tuer le cal  cul comme si l’âme seule sup  por  tait l’effort tran  chant.

☞ Remarque

Seule la contrainte ty a été prise en compte. Or, nous avons vu, à la �n du § 6.1, que la contrainte de 
cisaille  ment devait être paral  lèle au contour de la sec  tion. Dans le cas de pro  �ls de faible épais  seur, il 
est admis que la contrainte est répar  tie uni  for  mé  ment sur l’épais  seur. Dans les mem  brures, la contrainte 
devient donc négli  geable, tan  dis que se déve  loppe une contrainte tz. On cal  cule cette contrainte en 
effec  tuant une cou  pure C nor  male au contour (�gure 6.10). Si el désigne l’épais  seur de la mem  brure, 
m  le moment sta  tique de l’aire hachu  rée, I  le moment d’iner  tie de la sec  tion totale par rap  port à l’axe 
Gz, la contrainte de cisaille  ment est dé�  nie par :

 t
Ie

Tm
z =

l
 

Figure 6.10. Contrainte de cisaille  ment dans une mem  brure.

6.4. EXER  CICES

6.4.1. ÉTUDE D’UNE POUTRE DE SEC  TION REC  TAN  GU  LAIRE

➜ Énoncé
Consi  dé  rons une poutre de sec  tion rec  tan  gu  laire de hau  teur 1 m et de lar  geur 0,50 m. 
Cette poutre, de lon  gueur 10 m, est pla  cée à ses extré  mi  tés sur des appuis simples 
A et B.
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Figure 6.11. Schéma d’étude.

Sachant qu’elle sup  porte en son milieu C une charge concen  trée de 100 000 N, 
cal  cu  lez, au point D d’abs  cisse 2,00 m par rap  port à A (�gure 6.11) :

la contrainte maximale de compres  sion  – v. Tra  cez le dia  gramme des contraintes,
le bras de levier  – Z du couple élas  tique,
la contrainte maximale de cisaille  ment  – t. On négli  gera volon  tai  re  ment le poids 
propre de la poutre.

➜ Solu  tion
Dans un pre  mier temps, il faut cal  cu  ler les réac  tions d’appui ; le point C étant au 
milieu de AB, les réac  tions sont égales à la moi  tié de la charge, soit 50 000 N.

Le moment �é  chis  sant en D est égal au moment de la seule force à gauche, la réac -
tion en A, soit M = 50 000 # 2 = 100 000 mN.

L’effort tran  chant est égal à la réac  tion en A, soit T = 50 000 N.

Le moment d’iner  tie de la sec  tion est mI bh 12 123 4= = ,0 50 .

– La contrainte nor  male est don  née par la for  mule M I y=v $ .
 Elle est nulle en G et maximale aux bords supé  rieur et infé  rieur de la poutre.
 La contrainte maximale de compres  sion est donc

 
,

0,50 1 200 000 Pa 1,2 MPa
0 50 12

100 000
#= = =v  

 Le dia  gramme des contraintes est ainsi formé de deux tri  angles égaux, de som  met 
G et de base 1,2 MPa (�gure 6.12, page sui  vante).

– Les forces élas  tiques F  de compres  sion et de trac  tion passent par le centre de 
gra  vité de chaque tri  angle. Le bras de levier du couple élas  tique est donc égal à 

h2 3 , soit Z m2 3= .
– La contrainte maximale de cisaille  ment est :

 
,

150 000 Pa 0,15 MPat
bZ

T

0 50 2 3

50 000

#
= = = =  
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Figure 6.12. 

☞ Remarque

Véri  �ons que la contrainte maximale de cisaille  ment est bien égale à 1,5 fois la contrainte moyenne :

 
1 0,50

50 000
100 000 Pa

S

T

#

= =  

6.4.2. POUTRE DE SEC  TION REC  TAN  GU  LAIRE. AUTRE SEC  TION

➜ Énoncé
Même exer  cice en consi  dé  rant un point D d’abs  cisse 4,00 m par rap  port à A.

➜ Solu  tion
Le moment �é  chis  sant devient : M = 200 000 mN.

L’effort tran  chant reste constant : T = 50 000 N.
La contrainte maximale de compres  sion, pro  por  tion  nelle à  – M, double éga  le  ment 
et devient égale à 2,4 MPa.
Le dia  gramme des contraintes est tou  jours formé de tri  angles égaux oppo  sés par  –
le som  met : Z reste égal à 3h2 3 2 m= .
T – , Z et b n’ayant pas varié, t reste égal à 1,5 10 Pa

5
$ .
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Contraintes engen  drées  
par le moment  

de tor  sion7
7.1. RÉSUL  TATS DE LA THÉO  RIE DE LA TOR  SION

La théo  rie élé  men  taire de la tor  sion don  nant des résul  tats inexacts et la théo  rie 
cor  recte étant très compli  quée, nous nous bor  ne  rons à don  ner les résul  tats de cette 
der  nière théo  rie rela  tifs à des sec  tions simples : ellip  tique et rec  tan  gu  laire.

Rap  pe  lons que le moment de tor  sion est un moment qui tend à faire tour  ner chaque 
sec  tion dans son propre plan (�gure 7.1, page sui  vante).

En réa  lité, contrai  re  ment à ce que sup  pose la théo  rie élé  men  taire, les sec  tions ne 
res  tent en géné  ral pas planes lors de la défor  ma  tion, ce qui complique les résul  tats.

Les contraintes pro  duites sont uni  que  ment des contraintes de cisaille  ment.

7.1.1. SEC  TION ELLIP  TIQUE

Consi  dé  rons C la valeur du moment de tor  sion. Les compo  santes de la contrainte de 
cisaille  ment en un point M, de coor  don  nées y et z (�gure 7.2, page sui  vante), sont :

 t
ab

Cz
t

a b

Cy2 2
z y3 3
= =
r r

-  

Il en résulte que, si P est un point du contour :
en un point M de GP, la contrainte de cisaille  ment est paral  lèle à la tan  gente en P  –
au contour,
le long de GP, la contrainte maximale de cisaille  ment est pro  duite à l’extré  mité du  –
petit axe et a pour valeur :

 t
ab

C2
m 2
=
r

-
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Figure 7.1. Pièce cylin  drique sou  mise à un couple de tor  sion.

7.1.2. SEC  TION CIR  CU  LAIRE

Il suf  �t de remar  quer qu’une sec  tion cir  cu  laire n’est qu’une sec  tion ellip  tique 
par  ti  cu  lière, c’est- à-dire que a = b. Ainsi, à par  tir des résul  tats pré  cé  dents, on 
obtient :

 t
R

Cz
t

R

Cy2 2

z y4 4
= =
r r

-
 

De plus, on démontre qu’une sec  tion plane reste plane après défor  ma  tion.

Figure 7.2. Sec  tion ellip  tique.
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7.1.3. SEC  TION REC  TAN  GU  LAIRE

Les résul  tats de la théo  rie sont très complexes. Nous nous bor  ne  rons au cas d’un 
rec  tangle très étroit, de hau  teur b et d’épais  seur e (e étant très petit devant b).

La contrainte de cisaille  ment maximale est dé�  nie par :

 
t

be

C

be

C

3

1

3

2
2

= =
 

C est le moment de tor  sion.

7.2. EXER  CICES

7.2.1. ÉTUDE D’UN BAR  REAU CIR  CU  LAIRE

➜ Énoncé
Consi  dé  rons un bar  reau cir  cu  laire de 100 mm de dia  mètre dont l’extré  mité A est 
blo  quée ; on serre une clé à l’extré  mité B et on applique à l’extré  mité de cette clé, 
de bras de levier d = 200 mm, une force F = 10 000 N, qui pro  duit un couple de 
tor  sion. À l’extré  mité A se forme un couple de réac  tion égal et opposé au couple de 
tor  sion (�gure 7.3).

Figure 7.3. Tor  sion d’un bar  reau cir  cu  laire.

Cal  cu  lez la contrainte de cisaille  ment dans une sec  tion quel  conque :

1. au centre de gra  vité de la sec  tion ;

2. en un point du pour  tour de la sec  tion.
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➜ Solu  tion
Cal  cu  lons d’abord le couple de tor  sion : F 10 000 N 0,2 2 000 m NC d# #= = = $ .

On en déduit immé  dia  te  ment les contraintes de cisaille  ment :

1. au centre de gra  vité (c’est- à-dire sur l’axe lon  gi  tu  di  nal du bar  reau), y = 0 et z = 0, 
d’où t = 0, ce qui est nor  mal puisque la tor  sion s’effec  tue autour de cet axe.

2. sur le pour  tour, on a :

 
Cz2-

ett
R

t
R

y z4 4
= =
r r

Cy2
 

d’où :

 
( , )

10,2 10 10,2

t t t
R

C
y z

R

C
R

R

C
Pa

2

2 2

0 05

4 000
MPa

y z
2 2

4

2 2

4 3 3

6
#

= + = +

= = = = =

r

r r r
 

7.2.2. ÉTUDE D’UNE TÔLE D’ACIER

➜ Énoncé
Consi  dé  rons une tôle d’acier de 10 mm d’épais  seur et de 1 m de lar  geur, dont les 
extré  mi  tés A et B sont sou  mises à des forces égales et oppo  sées (�gure 7.4).

Figure 7.4. Tor  sion d’une tôle d’acier.

Cal  cu  lez la contrainte maximale de cisaille  ment dans la tôle, avec F = 1 000 N.
➜ Solu  tion
Le couple est C = 1 000 N # 1 m = 1 000 Nm.

La contrainte maximale de cisaille  ment est :

 
,

3 10 Pa 30 MPat

1 0 01

1 000 3
2

7

#

#
= = =$  
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Poutres droites  
iso statiques

8
8.1. POUTRES SUR APPUIS SIMPLES

8.1.1. DÉFI  NI  TION

Une poutre sur appuis simples, appe  lée encore poutre à tra  vée indé  pen  dante, est une 
poutre droite repo  sant sur deux appuis simples, sus  cep  tibles de ne déve  lop  per que 
deux réac  tions RA  et RB nor  males à la �bre moyenne de la poutre (�gure 8.1).

Figure 8.1. Poutre compor  tant un appui �xe et un appui mobile.

Ces appuis sont géné  ra  le  ment consti  tués de plaques de Néoprène (1), qui, moyen  nant 
une épais  seur conve  nable, peuvent sup  por  ter, par leur défor  ma  tion propre, les 
dépla  ce  ments des extré  mi  tés de poutre dus à la dila  ta  tion (�g. 8.2).

1. Maté  riau très élas  tique res  sem  blant un peu au caout  chouc.
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Figure 8.2. Appui par plaque Néoprène.

Les forces appli  quées à la poutre sont des forces ver  ti  cales (poids).

8.1.2.  CAL  CUL DES EFFORTS ET DES MOMENTS SOUS UNE CHARGE 
CONCEN  TRÉE - LIGNES D’INFLU  ENCE

8.1.2.1. Cal  cul des efforts et des moments
Pla  çons l’ori  gine des abs  cisses à l’appui de gauche A, et sup  po  sons qu’une seule 
charge concen  trée P  soit appli  quée dans la sec  tion (C), à l’abs  cisse a (�gure 8.3).

Figure 8.3. Poutre à tra  vée indé  pen  dante sou  mise à une force concen  trée P  .

Les réac  tions RA  et RB sont cal  cu  lées comme indi  qué au para  graphe 4.2.3, c’est-
 à-dire :

 
 

R (1 ) et RP
a

P
a

A B= =-  

L’effort tran  chant et le moment �é  chis  sant sont dé�  nis par (cf. § 4.3.3) :

 











( ) si

si

( )
si

( )
si

T

P
a

x a

P
a

x a

M

P
x a

x a

P
a x

x a

1 1

2

1

2

= =

-

-

-

-

Z

[

\

]]

]

Z

[

\

]
]

]]  

En fai  sant varier x, a res  tant constant, les lignes repré  sen  ta  tives de la �gure 8.4, 
page ci- contre, sont obte  nues.
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Figure 8.4. Lignes repré  sen  ta  tives de l’effort tran  chant et du moment �é  chis  sant.

8.1.2.2. Lignes d’influ  ence
Consi  dé  rons une charge unité ver  ti  cale, pou  vant se dépla  cer le long de la poutre. On se 
trouve ainsi dans le cas pré  cé  dent où P = 1 et où a est variable, non plus constant.

Cette charge unité pro  duit un cer  tain nombre d’effets élas  tiques tels que moment 
�é  chis  sant, effort tran  chant, réac  tions d’appui, etc.

On appelle fonc  tion d’in�u  ence d’un effet élas  tique, la fonc  tion ( )aF F=  
repré  sen  tant la varia  tion de l’effet élas  tique en fonc  tion de l’abs  cisse de la charge 
unité.

La courbe repré  sen  ta  tive de la fonc  tion ( )aF  est appe  lée ligne d’in�u  ence de l’effet 
élas  tique consi  déré.

Ligne d’influ  ence de la réac  tion • RA

On a : 


R 1(1 ) puisque 1
a

PA = =-
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La fonc  tion d’in�u  ence est donc :

 


( ) ( ) , variant de 0a
a

a1F = -  à ℓ 

La ligne d’in�u  ence est donc une droite pas  sant par les points A(0,1) et B(ℓ,0) 
(�gure 8.5).

Figure 8.5. Ligne d’in�u  ence de la réac  tion RA .

Ligne d’influ  ence de l’effort tran  chant dans une sec  tion d’abs  cisse • x

Nous avons :

 





si

si

T

a
a x

a
a x

1 2

1

=

-

-

Z

[

\

]]

]  

Rap  pe  lons que dans le cas de la ligne d’in�u  ence, x est constant et a est variable.

La ligne d’in�u  ence se compose de deux seg  ments de droites paral  lèles.

Figure 8.6. Ligne d’in�u  ence de l’effort tran  chant.

D’après la �gure 8.6, il est très facile d’obte  nir la ligne d’in�u  ence de l’effort tran -
chant dans une sec  tion d’abs  cisse x quel  conque.



user 189 at Tue Sep 14 16:59:59 +0200 2010

Poutres droites iso statiques 

91

Ligne d’influ  ence du moment flé  chis  sant dans une sec  tion • 
d’abs  cisse x
Nous avons :

 







( )
si

( ) si

M

x a
a x

a
x a x

2

1

=

-

-

Z

[

\

]
]

]]  

La ligne d’in�u  ence se compose de deux seg  ments de droites (�gure 8.7).

Figure 8.7. Ligne d’in�u  ence du moment �é  chis  sant.

Dans ces trois exemples on obtient la valeur de l’effet, dans une sec  tion d’abs  cisse 
x, d’une force unité pla  cée dans une sec  tion d’abs  cisse a, en consi  dé  rant l’ordon  née 
de la ligne d’in�u  ence cor  res  pon  dant à la sec  tion d’abs  cisse a.

Si, au lieu d’une force unité une force d’inten  sité P était appli  quée, on obtien  drait 
l’effet cor  res  pon  dant en mul  ti  pliant par P la valeur de l’ordon  née pré  cé  dente.

8.1.3.  SYS  TÈMES DE CHARGES CONCEN  TRÉES :  
PRIN  CIPE DE SUPER  PO  SI  TION DES CHARGES  
- EFFET D’UN CONVOI - THÉO  RÈME DE BARRÉ

8.1.3.1.  Sys  tèmes de charges concen  trées :  
prin  cipe de super  po  si  tion des charges

Les lignes d’in�u  ences, trai  tées dans le pré  cé  dent para  graphe, sont utiles pour effec -
tuer un cal  cul inter  mé  diaire lors de l’étude des sys  tèmes de charges concen  trées.

Consi  dé  rons une poutre sou  mise à un sys  tème de charges concen  trées, au nombre de 
trois, ayant les carac  té  ris  tiques sui  vantes (�gure 8.8, page sui  vante) :

P – 1 appli  quée à l’abs  cisse a1,
P – 2 appli  quée à l’abs  cisse a2,
P – 3 appli  quée à l’abs  cisse a3

Le cal  cul de l’effet de ces trois charges peut s’effec  tuer selon la méthode déve  lop  pée 
dans les cha  pitres pré  cé  dents pour la déter  mi  na  tion du moment �é  chis  sant, de l’effort 
tran  chant, des diverses contraintes, etc.
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Figure 8.8. Poutre char  gée de charges concen  trées.

En par  ti  cu  lier, les résul  tats fon  da  men  taux sui  vants ont été obte  nus :
d’une part, les contraintes (nor  males ou tangentielles), sont tou  jours pro  por  tion - –
nelles au moment �é  chis  sant, à l’effort tran  chant ou au moment de tor  sion,
d’autre part, ces moments et efforts sont eux- mêmes pro  por  tion  nels aux forces  –
agis  sant sur les pièces étu  diées.

Donc si donc une force exté  rieure F  pro  duit une réac  tion R , un moment M et un effort 
tran  chant T et une autre force exté  rieure Fl pro  duit une réac  tion Rl, un moment Ml et 
un effort tran  chant Tl, le sys  tème de forces (F )F+ l  pro  duira une réac  tion (R )R+ l , 
un moment (M )M+ l  et un effort tran  chant (T )T+ l , sous réserve que le maté  riau ne 
subisse pas des contraintes supé  rieures à celles qu’il est sus  cep  tible de sup  por  ter.

Ce résul  tat, appli  cable aux forces concen  trées, l’est éga  le  ment pour les charges répar -
ties, celles- ci pou  vant être consi  dé  rées comme une somme de charges concen  trées 
in�  ni  ment rap  pro  chées.

Ce résul  tat porte le nom de prin  cipe de super  po  si  tion des charges, ou encore par  fois 
prin  cipe de super  po  si  tion des états d’équi  libre, en tenant compte de la remarque 
ci- dessus concer  nant le non dépas  se  ment des contraintes admis  sibles.

Pour le cas par  ti  cu  lier qui nous inté  resse, il est facile de cal  cu  ler la réac  tion RA , par 
exemple, à par  tir de la ligne d’in�u  ence, en la consi  dé  rant comme la somme des 
réac  tions cor  res  pon  dant à cha  cune des charges concen  trées.

En appli  quant la for  mule concer  nant la ligne d’in�u  ence de la réac  tion d’appui 
déter  mi  née ci- dessus, nous obte  nons immé  dia  te  ment :

 


  [ ( ) ( ) ( )]
R

P a P a P a

A
1 1 2 2 3 3

=
+ +- - -

 

Pour le cal  cul de l’effort tran  chant, constant dans tout l’inter  valle limité par le point 
d’appli  ca  tion de deux charges consé  cu  tives, il suf  �t de connaître sa valeur en un 
point de chaque inter  valle [ ]Oa j .

Pour le cal  cul du moment �é  chis  sant, l’effort tran  chant étant constant par inter  valles, 
le moment �é  chis  sant est repré  senté par des seg  ments de droites dans ces inter  valles. 
Sa ligne repré  sen  ta  tive est une ligne bri  sée dont les som  mets se situent au droit des 
points d’appli  ca  tion des charges : il suf  �t donc de connaître les valeurs du moment 
�é  chis  sant aux abs  cisses a1, a2 et a3.
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Les détails des cal  culs sont don  nés dans le tableau 8.1. La véri  �  ca  tion de l’exac  ti  tude 
des cal  culs se fait en trou  vant ( ) 0M = .

Abs  cisses Charges Efforts tran  chants Moments fléchissants

0 –

T R
0 0
= =

  1
( ) ( ) ( )P a P a P a

 1 1 2 2 3 3- + - + -_ i

0M
0
=

a1 P1

T T P
1 0 1
= - =


 1

( ) ( )P a P a P a1 1 2 2 3 3- + - + -_ i

M M T a
1 0 0 1
= + =


 



( ) ( )

( )

a

P a P a

P a

1

1 1 2 2

3 3

- + -

-

_

i

a2 P2

T T P
2 1 2
= - =


1

( )P a P a P a1 1 2 2 3 3- - + -_ i

( )M M T a a2 1 1 2 1= + - =


 



1
( ) ( )

( )

P a a P a a

P a a

1 1 2 2 2 2

3 2 3

- + - +

-

_

i

a3 P3

T T P R3 2 3
= - =- =


1

P a P a P a
1 1 2 2 3 3

- + +_ i

( )M M T a a3 2 2 3 2= + - =



 a

P a P a P a
3

1 1 2 2 3 3

-
+ +_ i

ℓ – T T 3
= ( ) 0M M T a 3 3 3= + - =

Tableau 8.1. Effort tran  chant et moment �é  chis  sant selon l’abs  cisse.
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Il est pos  sible d’effec  tuer le même cal  cul à par  tir des lignes d’in�u  ence. Pour cela, 
tra  çons la ligne d’in�u  ence du moment �é  chis  sant dans la sec  tion d’abs  cisse a1 
(�gure 8.9).

Figure 8.9. Ligne d’in�u  ence du moment �é  chis  sant à l’abs  cisse a1.

Le moment �é  chis  sant du sys  tème de forces P1, P2  et P3 est égal à P1 # h1 + P2 # 
h2 + P3 # h3, hi repré  sen  tant le moment �é  chis  sant, en ai, de la force unité pla  cée 
en ai.

Nous savons que :

 



h a
a

1 1

1
=

-
 

Or, dans les tri  angles sem  blables, l’appli  ca  tion du théo  rème de Thalès per  met 
d’écrire :

 


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a

a

1
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-
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


h h
a

a
2 1

1
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-
 et, de même, 




h h
a

a
3 1

1

3
=

-

-
 

Fina  le  ment, le moment �é  chis  sant est égal à :

 


  ( ) ( ) ( )M
a

P a P a P a1
1

1 1 2 2 3 3= + +- - -_ i  

Le tracé de la ligne d’in�u  ence du moment �é  chis  sant dans la sec  tion d’abs  cisse a2 
est donné à la �gure 8.10, page sui  vante.

On sait que M P h P h P h1 1 1 2 2 3 3= + + . En refai  sant le cal  cul pré  cé  dent, on obtient :

 









; ;h a
a

h a
a

h a
a

2 2
2

1 1
2

3 2
3

= = =
- - -

 

Ce qui per  met de retrou  ver le résul  tat donné dans le tableau tableau 8.1, page 
pré  cé  dente :

 


  ( ) ( ) ( )M P a a P a a P a a
1

2 1 1 2 2 2 2 3 2 3= + +- - -_ i  
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Figure 8.10. Ligne d’in�u  ence du moment �é  chis  sant à l’abs  cisse a2.

La valeur de M3 don  née dans le tableau peut être cal  cu  lée de la même manière.

En conclu  sion, le cal  cul par les lignes d’in�u  ence est beau  coup plus rapide que le 
cal  cul direct, notam  ment grâce au fait qu’il ne néces  site pas le cal  cul des réac  tions 
d’appui.

De plus, cette méthode offre la pos  si  bi  lité de mesu  rer gra  phi  que  ment les dif  fé  rentes 
valeurs de h, à condi  tion que l’échelle soit choi  sie de sorte que l’erreur de lec  ture 
soit accep  table.

Une image des lignes repré  sen  ta  tives de l’effort tran  chant et du moment �é  chis  sant 
est éga  le  ment don  née (�gure 8.11 et �gure 8.12, page sui  vante).

Figure 8.11. Ligne repré  sen  ta  tive de l’effort tran  chant.
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Figure 8.12. Ligne repré  sen  ta  tive du moment �é  chis  sant.

8.1.3.2. Effet d’un convoi - Théo  rème de Barré
Un convoi est un sys  tème de charges concen  trées pou  vant se dépla  cer dans leur 
ensemble, les dis  tances entre les lignes d’action des dif  fé  rentes charges res  tant 
inva  riables au cours du dépla  ce  ment. C’est le cas des essieux d’un camion ou d’un 
train.

Pour déter  mi  ner l’effort tran  chant T  ou le moment �é  chis  sant M, maximaux dans 
une sec  tion de poutre, sous l’action du convoi, on uti  lise les lignes d’in�u  ence 
cor  res  pon  dantes dans cette sec  tion et on déplace le convoi (des  siné sur papier 
trans  parent) le long de la ligne d’in�u  ence, jus  qu’à l’obten  tion du maxi  mum de 
l’effet consi  déré. Dans une posi  tion don  née du convoi, T  et M s’obtiennent en 
fai  sant la somme des pro  duits des charges (2). Il faut avoir soin, lorsque le convoi 
n’est pas symé  trique, de le retour  ner bout pour bout, c’est- à-dire symé  tri  que  ment 
par rap  port à un axe ver  ti  cal.

Un essieu doit tou  jours se trou  ver dans la sec  tion consi  dé  rée pour obte  nir le 
maxi  mum recher ché.

On peut se contenter de déter  mi  ner les valeurs maximales de T  et M dans un cer  tain 
nombre de sec  tions de la poutre, et de tra  cer les lignes enve  loppes (cf. § 8.1.5), mais 
il est éga  le  ment inté  res  sant de déter  mi  ner les maxima abso  lus de l’effort tran  chant 
et du moment �é  chis  sant dans l’ensemble de la poutre.

Aucune dif  �  culté pour l’effort tran  chant puisque le maxi  mum absolu se situe dans 
les sec  tions extrêmes de la poutre.

La méthode pour déter  mi  ner le moment �é  chis  sant est don  née par le théo  rème de 
Barré, ci- après : le moment �é  chis  sant est maxi  mum au droit d’un essieu lorsque 
cet essieu et la résul  tante géné  rale du convoi se trouvent dans des sec  tions 
symé  triques par rap  port au milieu de la poutre.

2. Cf. le cal  cul fait à la �n du para  graphe pré  cé  dent.
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Il ne faut évi  dem  ment consi  dé  rer que la résul  tante des essieux du convoi qui se 
trouvent effec  ti  ve  ment sur la poutre. C’est le cas d’un convoi plus long que la poutre 
consi  dé  rée.

Géné  ra  le  ment, le maxi  mum absolu se situe au droit de l’un des essieux les plus 
voi  sins de la résul  tante géné  rale R  (�gure 8.13), mais ce n’est pas tou  jours vrai ; il 
est pré  fé  rable de le véri  �er.

Figure 8.13. Posi  tion des charges pour obte  nir le moment �é  chis  sant maxi  mum.

8.1.4. CAS DE CHARGES RÉPAR  TIES

De telles charges peuvent être :
soit répar  ties uni  for  mé  ment, –
soit répar  ties d’une façon quel  conque (�gure 8.14). –

Figure 8.14. Charges répar  ties uni  for  mé  ment ou d’une façon quel  conque.

Par la suite ne sont consi  dé  rées que des charges uni  for  mé  ment répar  ties, de den  sité 
p, p étant exprimé géné  ra  le  ment en newtons par mètre ( m)N .

Il est tou  jours pos  sible de décom  po  ser une charge quel  conque en somme de charges 
uni  for  mé  ment répar  ties en consi  dé  rant des dis  tances d’appli  ca  tion in�  ni  ment petites.

La charge totale uni  for  mé  ment répar  tie sur une poutre de lon  gueur ℓ est $p . Les 
deux réac  tions RA et RB valent p 2$  (�gure 8.15, page sui  vante).
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Figure 8.15. Poutre sur appuis simples sup  por  tant une charge uni  for  mé  ment répar  tie.

L’effort tran  chant vaut : 
( )T px p x

2 2
= =- -
p

, quel que soit x.

Le moment �é  chis  sant est égal au moment de la réac  tion RA  par rap  port à la sec  tion 
(S) consi  dé  rée, dimi  nué du moment de la charge répar  tie comprise entre A et S. Pour 
cal  cu  ler ce der  nier moment, on consi  dère que la charge répar  tie est repré  sen  tée par 
sa résul  tante px pla  cée au centre de gra  vité, c’est- à-dire à la dis  tance x 2.

On a donc 
x

( )M x px x
2 2 2

= =- -
p px

On peut véri  �er que l’effort tran  chant est bien la déri  vée du moment �é  chis  sant par 
rap  port à la variable x. Les lignes repré  sen  ta  tives de l’effort tran  chant et du moment 
�é  chis  sant sont don  nées sur la �gure 8.16, page ci- contre. La ligne du moment 
�é  chis  sant est un arc de para  bole. La valeur maximale est obte  nue au milieu de la 
poutre ; elle est égale à :

 p
8

2  (3) 

AA 0 B B

pl2

8
pl
2

pl

l

2

Figure 8.16. Lignes représentatives de l’effort tranchant et du moment �échissant.

3. Valeur à rete  nir abso  lu  ment.
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☞ Remarque

On pou  vait trou  ver les valeurs de T et M  à par  tir des lignes d’in�u  ence (cf. �gure 8.17, page sui  vante). 
Pour l’effort tran  chant, T est égal à la sur  face hachu  rée mul  ti  pliée par la den  sité p.

 



2

1

2

1
( ) (1 ) (

2
)T px

x
p x

x
p x


=

-
+ - - = -  

Il en est de même pour le moment �é  chis  sant :

 




2

1 ( )

2
( )M pl

x x px
x=

-
= -  

☞ Remarque

On pou  vait trou  ver les valeurs de T et M  à par  tir des lignes d’in�u  ence (cf. �gure 8.17).

l

l

l

l
l

A B

- 1

+ 1

1 - x

x

x

B

A

x

( - x )x

Figure 8.17. Lignes d’in�u  ence de l’effort tran  chant du moment �é  chis  sant.

Pour l’effort tran  chant, T est égal à la sur  face hachu  rée mul  ti  pliée par la den  sité p.

 






2

1

2

1
( ) (1 ) (

2
)T px

x
p x

x
p x=

-
+ - - = -  

Il en est de même pour le moment �é  chis  sant :

 




2

1 ( )

2
( )M pl

x x px
x=

-
= -  

8.1.5. LIGNES ENVE  LOPPES

Sur une poutre, consi  dé  rons un cas de charges quel  conque (par exemple une charge 
uni  for  mé  ment répar  tie) ; si les contraintes, telles qu’elles résultent de l’effort 
tran  chant, du moment �é  chis  sant ou du moment de tor  sion, ne dépassent les 
contraintes admis  sibles, un état d’équi  libre est atteint.

Tant que les contraintes res  tent accep  tables, plu  sieurs cas de charges, cor  res  pon  dant 
à une super  po  si  tion des dif  fé  rents états d’équi  libre peuvent être super  po  sés : le 
cal  cul des effets résul  tants se réduit alors à faire la somme algé  brique des effets 
élé  men  taires.
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Par exemple, le moment �é  chis  sant au centre d’une poutre sur appuis simples 
sup  por  tant une charge concen  trée P , en son milieu et une charge uni  for  mé  ment 
répar  tie de den  sité p, est égal au moment de la charge concen  trée 4p  aug  menté 
du moment de la charge répar  tie p 8

2 , soit :

 
P

M
4 8

2

= +
p

 

Il faut éga  le  ment consi  dé  rer le cas de charges pou  vant se dépla  cer le long de la poutre 
(cas d’un convoi, par exemple). À chaque posi  tion pos  sible des charges cor  res  pond, 
dans chaque sec  tion, un cer  tain effet, et, pour l’ensemble de la poutre, une ligne 
repré  sen  ta  tive de cet effet.

On appelle ligne enve  loppe de l’effet consi  déré, la ligne à l’inté  rieur de laquelle 
peuvent s’ins  crire les lignes repré  sen  ta  tives cor  res  pon  dant à tous les cas de charges 
pos  sibles.

Pre  nons, par exemple, le cas d’une charge concen  trée P  pou  vant se dépla  cer sur la 
poutre (�gure 8.18).

Figure 8.18. Ligne enve  loppe du moment �é  chis  sant dû à une charge concen  trée.

À une posi  tion de la charge P , d’abs  cisse a, cor  res  pond (cf. § 8.1.2.1) une ligne 
repré  sen  ta  tive du moment : ACB, les coor  don  nées du point C étant :

 

( )

a

Pa a-
 

La ligne enve  loppe est le lieu géo  mé  trique du maxi  mum C, c’est- à-dire, en fai  sant 
varier a le long de AB, la para  bole ayant pour équa  tion :

 



( )
( )

, variant de 0aM a
Pa a

=
-

 à ℓ. 
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Le maxi  mum du moment se situe au som  met de la para  bole, pour une posi  tion de la 
charge au milieu de la poutre ; sa valeur est 4P .

8.1.6. CAL  CUL DES FLÈCHES

Sous l’effet des sol  li  ci  ta  tions aux  quelles elle est sou  mise, une poutre se déforme. 
Par exemple, une poutre ini  tia  le  ment droite prend la forme don  née par la �gure 8.19, 
page sui  vante.

On appelle �èche à l’abs  cisse x le dépla  ce  ment ver  ti  cal du centre de gra  vité de 
la sec  tion rela  tive à cette abs  cisse. Les �èches sont comp  tées posi  ti  ve  ment si le 
dépla  ce  ment s’effec  tue vers le haut (sens des forces posi  tives).

Figure 8.19. Fibre défor  mée.

Le nou  veau lieu des centres de gra  vité des sec  tions prend le nom de �bre moyenne 
défor  mée (ou, plus sim  ple  ment, de défor  mée).

Dans cet ouvrage, nous nous contente  rons d’indi  quer l’équa  tion de la défor  mée de 
la forme y = f(x), y repré  sen  tant la valeur algé  brique de la �èche à l’abs  cisse x. La 
valeur y se cal  cule à par  tir de l’équa  tion dif  fé  ren  tielle (4) :

 
( )

y
EI

M x
=ll  (8.1)

yll –  est la déri  vée seconde de y ;
M – (x) est le moment �é  chis  sant exprimé en fonc  tion de l’abs  cisse x ;
E –  est le module d’élas  ti  cité du maté  riau consti  tutif ;
I –  est le moment d’iner  tie de la sec  tion consi  dé  rée par rap  port à l’axe pas  sant par 
le centre de gra  vité, et nor  mal au plan moyen de la poutre (5).

4. Du moins en pre  mière approxi  ma  tion, suf  �  sante tou  te  fois pour la plu  part des cas en pra  tique.

5. I est le même que celui consi  déré dans le cal  cul des contraintes, au para  graphe 5.2 ; il peut être 

constant ou variable le long de la poutre.
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Pour une charge concen  trée P  située au milieu de la por  tée, et en sup  po  sant que le 
moment d’iner  tie est constant, y, au milieu de la poutre, a pour valeur :

 


y
EI

P

48

3

= -  

En effet, le moment �é  chis  sant M est égal à Px 2 entre A et C et à 2( )P x-  entre 
C et B (�gure 8.20, page sui  vante).

Entre A et C, y
EI

Px

2
=ll  d’où 0 0 xety y

EI
P x

y y y
EI
P x

2 2 2 6

2

0

3

= + = + +l l l

Figure 8.20. Ligne repré  sen  ta  tive du moment �é  chis  sant au milieu C de la poutre.

La �èche étant nulle en A, cela entraîne y0 = 0. D’autre part, la défor  mée est symé -
trique par rap  port à l’axe ver  ti  cal pas  sant par le point C. Sa tan  gente est donc hori -
zon  tale pour une abs  cisse x 2= , d’où ) 0=(y 2l , ce qui entraîne :

 0


y

EI

P

16

2

=-l  

On trouve ainsi 
y

EI
P x x

12 16

3 2

= -c m soit pour   
x y

EI

P

2 2 48

3

&= =-d n
Pour une charge uni  for  mé  ment répar  tie de den  sité p, la �èche est maximale dans la 
sec  tion médiane et a pour valeur :

 
5

y
EI384

4

=-
p

 

☞ Remarque

Le rayon de cour  bure d’une poutre (cf. § 5.2.1), après défor  ma  tion par�exion, est tel que 1 R M EI= , 
ce qui équi  vaut à y R1=ll .

Ainsi, on consi  dère yl comme in�  ni  ment petit, et, d’autre part, la �èche due à l’effort tran  chant est 
négli  gée. Cette hypo  thèse sim  pli  �  ca  trice est valable dans la plu  part des cas cou  rants.
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8.2. CONSOLES

8.2.1. DÉFI  NI  TION

Une console est une poutre droite encas  trée à son extré  mité A et libre à l’autre 
extré  mité (�gure 8.21, page sui  vante). La lon  gueur de la console est dési  gnée par 
ℓ et les sec  tions sont dé�  nies par les abs  cisses comp  tées à par  tir de l’extré  mité 
encas  trée A.

Il n’y a de réac  tions d’appui qu’à l’extré  mité A. Elles comprennent une réac  tion 
ver  ti  cale RA  et un moment d’encas  tre  ment MA .

RA  et MA  peuvent être déter  mi  nés à l’aide de la sta  tique élé  men  taire : la console est 
donc une poutre iso statique.

Figure 8.21. Charge concen  trée sur une console.

8.2.2.  DÉTER  MI  NA  TION DE L’EFFORT TRAN  CHANT ET DU MOMENT 
FLÉ  CHIS  SANT SOUS UNE CHARGE CONCEN  TRÉE  
- LIGNE D’INFLU  ENCE

Consi  dé  rons une console sup  por  tant une charge concen  trée P  située à l’abs  cisse a 
(�gure 8.22). Cal  cu  lons d’abord les réac  tions d’appui à l’ori  gine 0. La somme des
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Figure 8.22. Console sup  por  tant une charge concen  trée.

forces est nulle, donc : R0 − P = 0, d’où : R P0 = . La résul  tante des moments à 
l’ori  gine est nulle, donc : 0M a P0+ =$  d’où M a P0 $-= .

Il en résulte que, dans la sec  tion d’abs  cisse x, l’effort tran  chant et le moment 
�é  chis  sant sont don  nés par les expres  sions du tableau 8.2, page sui  vante.

Consi  dé  rées comme fonc  tion de x, les expres  sions ci- dessus per  mettent d’abou  tir 
aux lignes repré  sen  ta  tives don  nées sur la �gure 8.23, page sui  vante.

x 1 a x $ a

T = P T = 0

M = P (x − a) M = 0

Tableau 8.2. Effort tran  chant et moment �é  chis  sant d’une console.

Figure 8.23. Lignes repré  sen  ta  tives de l’effort tran  chant et du moment �é  chis  sant.

Consi  dé  rées comme fonc  tions de a, elles abou  tissent aux lignes d’in�u  ence 
(�gure 8.24).
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Figure 8.24. Lignes d’in�u  ence de l’effort tran  chant et du moment �é  chis  sant.

8.2.3. CAS D’UNE CHARGE UNI  FOR  MÉ  MENT RÉPAR  TIE

Nous cal  cu  le  rons l’effort tran  chant et le moment �é  chis  sant, à l’abs  cisse x, à par  tir 
des lignes d’in�u  ence. La valeur des efforts est égale à la sur  face hachu  rée mul  ti  pliée 
par la den  sité p de charge uni  for  mé  ment répar  tie (cf. § 8.1.4). On a donc :

 ( ) 1 ( ) ( )T x p x p x# #= =- -  

  


( ) ( ) ( )
( )

M x p x x
p x

2

1

2

2

#= =- - - -
-

 

La valeur maxi  mum du moment �é  chis  sant M et de l’effort tran  chant T (en valeur 
abso  lue) se situe dans la sec  tion d’encas  tre  ment, c’est- à-dire pour x = 0, soit :

 


T p M
p

2
0 0

2

= =-  

8.2.4. CAL  CUL DES FLÈCHES

La défor  mée est cal  cu  lée à par  tir de l’équa  tion dif  fé  ren  tielle :

 
( )

y
EI

M x
=m  

Rap  pe  lons qu’il s’agit d’une for  mule sim  pli  �ée négli  geant, en par  ti  cu  lier, la �èche 
due à l’effort tran  chant, ce qui, dans le cas des consoles, peut induire des erreurs 
supé  rieures à 12 %.

Les �èches maximales dues au seul moment �é  chis  sant sont obte  nues à l’extré  mité 
libre de la console. Elles ont pour valeur :

dans le cas d’une charge concen  trée  – P  située à l’extré  mité libre :

 
y

EI

P

3

3

=-  
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dans le cas d’une charge uni  for  mé  ment répar  tie de den  sité  – p :

 y
EI8

4

=-
p

 

8.3. ÉTUDE DES POUTRES CONSOLES

Une poutre console est une poutre sur appuis simples AB pro  lon  gée par deux 
consoles AC et BD (�gure 8.25).

Figure 8.25. Poutre console.

La ligne repré  sen  ta  tive du moment �é  chis  sant ou de l’effort tran  chant pour une sec -
tion d’une console AC ou BD est iden  tique à celle d’une console iso  lée, puis  qu’une 
charge sur la tra  vée inter  mé  diaire ou sur l’autre console n’a aucun effet sur la console 
consi  dé  rée. En revanche, une charge dis  po  sée sur une console pro  voque des effets 
sur la par  tie cen  trale.

Figure 8.26. Ligne repré  sen  ta  tive de l’effort tran  chant.

Dans cet ouvrage, seules les lignes repré  sen  ta  tives de l’effort tran  chant (�gure 8.26) 
et du moment �é  chis  sant (�gure 8.27) sont don  nées dans le cas où la charge est 
uni  for  mé  ment répar  tie de den  sité p.
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Figure 8.27. Ligne repré  sen  ta  tive du moment �é  chis  sant.

Le lec  teur est invité à effec  tuer les cal  culs lui per  met  tant de retrou  ver les diverses 
valeurs de l’effort tran  chant et du moment �é  chis  sant don  nées ci- dessus.

8.4. EXER  CICES

8.4.1. POUTRE SUR APPUIS SIMPLES

➜ Énoncé
Consi  dé  rons une poutre sur deux appuis simples, de lon  gueur AB = 10 m.

Nous sup  po  se  rons qu’il s’agit d’une poutre en béton armé, de sec  tion rec  tan  gu  laire : 
1,00 m de hau  teur et 0,60 m de lar  geur ; la masse volumique du béton armé sera 
prise égale à , t m2 5 3.

Outre son poids propre cette poutre sup  porte un convoi composé de trois charges 
de 50 kN, 30 kN et 30 kN dis  po  sées ainsi que l’indique la �gure 8.28. Ce convoi ne 
cir  cule que dans un seul sens.
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Figure 8.28. Poutre sur deux appuis simples sup  por  tant une charge  
uni  for  mé  ment répar  tie et un convoi.

1. Tra  cez les lignes d’in�u  ence de l’effort tran  chant et du moment �é  chis  sant dans 
une sec  tion d’abs  cisse x.

2. En déduire les lignes repré  sen  ta  tives de l’effort tran  chant et du moment �é  chis  sant 
dus à la charge per  ma  nente (poids propre).

3. Cal  cu  ler l’effort tran  chant et le moment �é  chis  sant maximaux dus au convoi en 
appli  quant le théo  rème de Barré.

➜ Solu  tion
1. Les lignes d’in�u  ence sont don  nées par la �gure 8.29, page sui  vante.

2. Le poids propre cor  res  pond à une charge uni  for  mé  ment répar  tie de den  sité : 
2,5 1,00 1,00 0,60 , t mp 1 5# # #= = .

 Or, les valeurs de T et M s’obtiennent en mul  ti  pliant par p les sur  faces hachu  rées, 
soit :

 (10 )(1 ) (5 ) 7,5 1,5T p x
x p

x
x

p x x
2
1

10 2 10
# #= + = =- - - - -  

 et 10
( )

0,75 (10 )M
p x x

x x
2 10

10
#= =

-
-  

 Les lignes repré  sen  ta  tives obte  nues sont alors celles de la �gure 8.30, page 
sui  vante.
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Figure 8.29. Lignes d’in�u  ence de l’effort tran  chant (en haut)  
et du moment �é  chis  sant (en bas).

Figure 8.30. Lignes repré  sen  ta  tives de l’effort tran  chant et du moment �é  chis  sant.



user 189 at Tue Sep 14 16:59:59 +0200 2010

RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX

110

3. L’effort maximal du convoi est obtenu lorsque la charge de 50 kN se situe à 
l’ori  gine A. La ligne d’in�u  ence est alors située en entier au des  sus de AB. On 
obtient :

 50 30 30
,

87,5 kNT
10

7

10

5 5
max # #= + + =  

 Pour déter  mi  ner le moment �é  chis  sant maxi  mum, nous uti  li  se  rons le théo  rème 
de Barré. Il faut donc déter  mi  ner dans un pre  mier temps la posi  tion de la résul -
tante du convoi (�gure 8.31).

Figure 8.31. Posi  tion de la résul  tante du convoi.

 Cette résul  tante R  a pour valeur : 50 + 30 + 30 = 110 kN.

 Sa dis  tance à la ligne d’action de la force de 50 kN est d, telle que : d # R = 
30 # 3 + 30 # 4,5 = 225, d’où d = 2,05 m.

– Consi  dé  rons le cas sui  vant : la résul  tante R  et la charge de 50 kN sont symé -
triques par rap  port au milieu I de la por  tée (�gure 8.32, page sui  vante).

 On a : , ,

,

,

,

,
174 m kNM

10

3 975 6 025
50 30

6 025

3 025
30

6 025

1 525#
= + + = $d n

 – Consi  dé  rons le cas où la résul  tante R  et la pre  mière charge de 30 kN sont 
symé  triques par rap  port à I (�gure 8.33, page sui  vante).

 Le moment �é  chis  sant a pour valeur :

 
, ,

,

,

,

,
180 m kNM

10

5 475 4 525
30 50

5 475

2 475
30

4 525

3 025#
= + + = $< F  

 Le deuxième cas donne donc le moment le plus grand.
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Figure 8.32. La résul  tante et la charge de 50 kN sont symé  triques par rap  port à I.

Figure 8.33. La résul  tante et la pre  mière charge de 30 kN sont symé  triques par rap  port à I.

8.4.2. CAL  CUL DE LA FLÈCHE À L’EXTRÉ  MITÉ D’UNE CONSOLE

➜ Énoncé
Cal  cu  lez la �èche à l’extré  mité d’une console en bois de 2 m de por  tée, sachant qu’elle 
sup  port une charge de 10 kN à son extré  mité libre (�gure 8.34, page sui  vante).

La console a une sec  tion rec  tan  gu  laire de 20 # 10 cm. La masse volumique du bois 
est de 0,8 t m

3. Le module de Young est de 10 000 MPa.

La �èche totale est la résul  tante de :
la �èche due au poids propre  – 8f EI1

4= p- ;
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Figure 8.34. Console char  gée à son extré  mité libre.

la �èche due à la charge concen  trée  – f P EI32
3=- .

La sec  tion de la poutre a une sur  face de 0,02 m2. La den  sité de masse est donc de 
m

2
, t0 016 , cor  res  pon  dant à une charge mp = , kN0 16 .

Les dif  fé  rentes �èches ont pour valeur :

 11
320 m mf

EI EI
f

EI EI
320

3

26 667
1 2#= = = =- - - -

10 000 8#  

Les deux �èches sont très dif  fé  rentes, celle due à la charge concen  trée étant la plus 
consi  dé  rable.

Avec E = 104 MPa = 1010 Pa et 0,10 , 6,67 10 mI 0 2 123 5 4
#= = -

$ , on obtient 
f = 40,5 mm.

8.4.3. ÉTUDE D’UNE POUTRE CONSOLE

➜ Énoncé
Consi  dé  rons la poutre console du para  graphe 8.3.

1. Tra  cez la ligne d’in�u  ence du moment �é  chis  sant dans une sec  tion (S) située 
dans la par  tie cen  trale AB, à la dis  tance x de A.

2. Cal  cu  lez le moment �é  chis  sant en fonc  tion de x dans cette sec  tion et tra  cez la 
ligne repré  sen  ta  tive.

➜ Solu  tion
La �gure 8.35, page sui  vante, pré  cise les posi  tions res  pec  tives de la charge unité et 
de la sec  tion (S) consi  dé  rée.
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Figure 8.35. Dis  po  si  tion des forces et réac  tions pour le cal  cul des lignes d’in�u  ence.

1. De même que pour l’abs  cisse x, choi  sis  sons A comme ori  gine pour la dis  tance a 
de la charge unité.

 Cal  cu  lons la réac  tion en A en écri  vant que le moment résul  tant des forces est nul 
en B :

 



R
a

A =
- . Ce résul  tat est valable quel que soit le signe de a.

– Pre  mier cas : a < x implique :

 






1( )
( )

M
a

x x a
a x

= =- - -
-

 

 


 
( ) ,

( )
a M

x
Si point C1

1
= =-

- -
 

 0, 0a MSi = =  

 



,
( )

a x M x
x

Si = =
-

 

– Deuxième cas : a ≥ x implique :

 



M
a

x= -  

  0a MSi alors= =  

   


a M
x

Si alors2 2= + =-  

Figure 8.36. Ligne d’in�u  ence du moment �échissant dans la sec  tion (S) .
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 D’où on obtient la ligne d’in�u  ence (�gure 8.36, page pré  cé  dente).

 Pour obte  nir le moment �é  chis  sant, il suf  �t de cal  cu  ler les sur  faces hachu  rées, 
soit :

 

   ( )

2
( ) ( )M x

P
x x x1

2
2
2= +- - - -x^ h 

 





0, ; ,x M
p

x M
p

2 2
Pour pour

1
2

2
2

= = = =
- -

 

 Les valeurs don  nées pré  cé  dem  ment sont con�r  mées. La courbe repré  sen  ta  tive de 
la �gure 8.37 est alors obte  nue.

Figure 8.37. Ligne repré  sen  ta  tive du moment �é  chis  sant dans la tra  vée cen  trale.
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9
9.1. GÉNÉ  RA  LI  TÉS

Les poutres droites hypers  ta  tiques sont des poutres dont les liai  sons aux extré  mi -
tés sont telles qu’il n’est pas pos  sible de cal  cu  ler les réac  tions d’appui à l’aide des 
seules équa  tions de la sta  tique.

Lorsque l’on uti  lise ces équa  tions, il reste une ou plu  sieurs réac  tions inconnues dont 
peuvent se déduire les autres. Ces réac  tions inconnues prennent le nom de réac  tions 
hypers  ta  tiques. Leur nombre dé�  nit le degré d’hyperstaticité du sys  tème.

Consi  dé  rons, par exemple, une poutre encas  trée à ses extré  mi  tés A et B et sou  mise 
à des forces ver  ti  cales (�gure 9.1, page sui  vante).

En A et B, sont pré  sents une réac  tion d’appui et un moment d’encas  tre  ment, soit 
quatre réac  tions inconnues. Or la sta  tique ne peut don  ner que deux équa  tions :

la somme des forces et réac  tions ver  ti  cales est nulle (il n’y a aucune force  –
hori  zon  tale),
le moment résul  tant par rap  port à un point est nul. –

Il reste donc deux réac  tions hypers  ta  tiques : la poutre est dite hypers  ta  tique de 
degré 2. Il existe une grande variété de poutres hypers  ta  tiques. Dans cet ouvrage, 
seuls les trois cas sui  vants sont étu  diés :

les poutres encas  trées à leurs deux extré  mi  tés, –
les poutres encas  trées à une extré  mité, sur appui simple à l’autre, –
les poutres conti  nues. –

Ce der  nier cas cor  res  pond aux ossa  tures des bâti  ments cou  rants ainsi qu’à la plu  part 
des ponts auto  rou  tiers.

Poutres droites  
hypers  ta  tiques
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Figure 9.1. Poutre encas  trée à ses deux extré  mi  tés.

9.2.  FOR  MULES VALABLES POUR TOUTES  
LES POUTRES HYPERS  TA  TIQUES

Consi  dé  rons une poutre de lon  gueur ℓ, et dési  gnons par M0  et M1, les moments 
�échissants aux extré  mi  tés 0 et 1.

Sup  po  sons, dans un pre  mier temps, que la poutre ne soit sou  mise à aucune force, 
mais seule  ment aux moments de réac  tion aux extré  mi  tés. Une telle con�  gu  ra  tion 
est pos  sible dans le cas d’une poutre conti  nue à trois tra  vées dont seules les tra  vées 
extrêmes reçoivent des charges (�gure 9.2).

Figure 9.2. Poutres sou  mise à des moments à ses deux extré  mi  tés.

Le moment �é  chis  sant est le moment des forces à gauche de la sec  tion consi  dé  rée, 
ou bien le moment des forces à droite, changé de signe (cf. § 4.3).

Il en résulte que les moments de réac  tion aux appuis cor  res  pondent à M et M0 1+ -  
(�gure 9.3, page sui  vante).

D’autre part, puisque M0 n’est en géné  ral pas égal à M1, il existe néces  sai  re  ment des 
réac  tions d’appui R0 et R1, pour que le sys  tème soit en équi  libre.
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Figure 9.3. Poutre sou  mise seule  ment à des réac  tions d’appui et à des moments aux appuis.

Les équa  tions de la sta  tique per  mettent d’écrire que la résul  tante des forces est nulle :

 R R 00 1+ =  (9.1)

Le moment résul  tant à l’extré  mité 1 (par exemple) est nul, soit :

 M R M 00 0 1+ =-  (9.2)

D’où l’on tire :

 


R
M M

0

1 0
=

-
 

Le moment �é  chis  sant à l’abs  cisse x est alors (1) :

 
  

( )M x M R M
M M

M Mx x
x x

10 0 0
1 0

0 1= + = + = +
-

-` j  

On trouve bien M = M0 pour x = 0 et M = M1 pour x = m.

Sup  po  sons main  te  nant que la poutre reçoive un sys  tème de charges quel  conque. 
Nous rai  son  ne  rons par super  po  si  tion :

la poutre rece  vant le sys  tème de charges est alors consi  dé  rée comme étant  – sur 
appuis simples ; m(x) et t(x) sont res  pec  ti  ve  ment les moments �échissants et 
efforts tran  chants cor  res  pon  dants,
nous consi  dé  re  rons ensuite la poutre ne sup  por  tant aucune charge, mais sou  mise  –
à ses extré  mi  tés à des moments de réac  tion M et M0 1+ - .

Le moment �é  chis  sant à l’abs  cisse x est alors :

 
 

( ) ( )M x m x M M
x x

10 1= + +-` j  

1. For  mule fon  da  men  tale à connaître.



user 189 at Tue Sep 14 16:59:59 +0200 2010

RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX

118

De même l’effort tran  chant est donné par :

 


( ) ( )T x t x
M M1 0

= +
-

 

Comme m(x) est nul aux extré  mi  tés, on retrouve M(0) = M0 et M(ℓ) = M1

Les for  mules pré  cé  dentes sont fon  da  men  tales pour l’étude des poutres hyper     -
s  ta  tiques.

9.3. POUTRE ENCAS  TRÉE À SES DEUX EXTRÉ  MI  TÉS

Le moment �é  chis  sant et l’effort tran  chant dépendent des deux inconnues hyper-
s  ta  tiques M0 et M1 (cf. § 9.1). Pour déter  mi  ner ces inconnues, il faut faire appel aux 
notions de défor  ma  tion de la poutre.

Or, l’ordon  née y de la �bre moyenne est, en pre  mière approxi  ma  tion, la solu  tion de 
l’équa  tion dif  fé  ren  tielle (selon la for  mule 8.1) :

 
( )

y
EI

M x
=m  

En inté  grant cette équa  tion, on obtient suc  ces  si  ve  ment yl, déri  vée pre  mière de y, qui 
cor  res  pond à la pente de la défor  mée, puis y, c’est- à-dire la �èche, l’ensemble étant 
consi  déré à l’abs  cisse x.

Dans le cas de la poutre encas  trée à ses extré  mi  tés, M0 et M1 sont obte  nus en sup -
po  sant que l’encas  tre  ment est par  fait, c’est- à-dire en sup  po  sant que la poutre reste 
hori  zon  tale à ses extré  mi  tés. Cette condi  tion néces  site que 0 10 et 0y y= =l l . Ces 
deux équa  tions per  met  tront ainsi de déter  mi  ner M0 et M1.

Par exemple, dans le cas d’une charge uni  for  mé  ment répar  tie de den  sité p, nous 
obte  nons :

 


( )
( )

m x
x

p
x

2
=

-  

Par ailleurs, par symé  trie, M0 = M1,

d’où :

 
 

( )
( )

et
( )

M x M
x

M
x

p
x

y
EI

p
x

2

1

20 0= + = +
- -

m ; E 
ce qui donne, en inté  grant (avec la variable d’inté  gra  tion) :

 0


y y M

EI
x

p x x1

2 2 3
0

2 3

+ += -l l c m; E 
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D’autre part, du fait de l’encas  tre  ment, la tan  gente à la défor  mée reste hori  zon  tale 
au voi  si  nage des deux encas  tre  ments. En écri  vant que 0 10y y= =l l , on obtient :

 1    
0 , soitM M My

EI

p p1

2 2 3 12
0

3 3

0 1

2

= = + = =- -l c m; E  

L’expres  sion du moment �é  chis  sant est donc :

 
 

( )
( )

M x
x p

p
x

2 12

2

=
-

-  

Figure 9.4. Ligne repré  sen  ta  tive du moment �é  chis  sant dans une poutre  
encas  trée à ses extré  mi  tés.

Le dia  gramme repré  sen  ta  tif est celui d’une poutre sur appuis simples, décalé vers le 
bas, d’une dis  tance égale à 12

2p  (�gure 9.4). La valeur du moment au milieu de 
la poutre est 24

2p .

Nous avons traité le cas de l’encas  tre  ment par  fait. Ce cas divise par trois le moment 
au milieu de la poutre. Dans la réa  lité, l’encas  tre  ment est sou  vent impar  fait ; c’est 
pour  quoi les dif  fé  rents règle  ments (cf. § 9.5), demandent de prendre un moment 
supé  rieur en ce qui concerne le milieu de poutre.

9.4.  POUTRE ENCAS  TRÉE À UNE EXTRÉ  MITÉ,  
SUR APPUI SIMPLE À L’AUTRE

C’est le même cas que pré  cé  dem  ment avec M1 = 0. On obtient donc :

 


( ) ( ) (1 )M x m x M
x

0= + -  
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Dans le cas d’une charge uni  for  mé  ment répar  tie de den  sité p, M(x) devient :

 



( )

( )
(1 )M x

x
Mp

x x

2 0= +
-

-  

Inté  grons l’équa  tion dif  fé  ren  tielle ( )M xy EI=m . Une pre  mière inté  gra  tion per  met 
d’obte  nir :

 0


2

x
y y

EI

p x
M x

x1

2 2 3

2 3

0

2

= + +- -l l c cm m; E  

En sup  po  sant un encas  tre  ment par  fait à l’ori  gine, la tan  gente à la défor  mée est hori -
zon  tale aux appuis, d’où 

0y 0=l . Une deuxième inté  gra  tion per  met d’obte  nir la 
�èche :

 
6

x
y y

EI

p x
M

x x1

2 6 12 2
0

3 4

0

2 3

= + +- -c cm m; E 

Pour déter  mi  ner la valeur de M0, nous écri  vons :
d’une part,  – y0 = 0, �èche nulle à l’ori  gine,
d’autre part,  – y1 = 0, �èche nulle à l’autre extré  mité, en sup  po  sant les deux appuis 
sur une même hori  zon  tale (2).

y(ℓ) = 0 per  met d’obte  nir :

    
0

p
M

2 6 12 2 6

4 4

0

2 2

+ =- -c cm m , d’où M
8

0

2

=-
p  

Au �nal M(x) a pour équa  tion :

 
 


( )

( )
M x p

x x p x

2 8
1

2

=
-

- -` j  

Le moment est donc la somme du moment de la poutre sur appuis simples (repré  sen -
ta  tion para   bo lique) et du moment de la poutre sans charge (repré  sen  ta  tion linéaire) 
(�gure 9.5, page sui  vante).

Il est maxi  mum en valeur abso  lue à l’ori  gine, nul pour x 4=  et posi  tif maxi  mum 
pour 8x 5= .

Par rap  port à la valeur maximale du moment en tra  vée indé  pen  dante M p 8max
2= , 

on a : 1MM max =-  pour 0,x 1 2=  pour ,x 2 9 16=  pour x 5 8= .

2. Si ce n’était pas le cas, y(ℓ) aurait une valeur non nulle, mais connue, qui per  met  trait aussi de cal  cu  ler 

M0, avec une valeur dif  fé  rente.
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Figure 9.5. Poutre encas  trée à une extré  mité, sur appui simple à l’autre.  
Ligne repré  sen  ta  tive du moment �é  chis  sant.

9.5. POUTRES CONTI  NUES

Nous étu  die  rons, dans ce para  graphe, une poutre à deux tra  vées égales sup  por  tant 
une charge uni  for  mé  ment répar  tie de den  sité p. (Nous ver  rons plus loin (§ 9.7) le cas 
des poutres à 3 et 4 tra  vées égales.)

La poutre consi  dé  rée est donc une poutre hori  zon  tale repo  sant sur deux appuis 
incom  pres  sibles. Une telle poutre est une fois hypers  ta  tique.

M1, inconnue hypers  ta  tique, est la valeur du moment �é  chis  sant au droit de l’appui 
inter  mé  diaire A1

 (3). (�gure 9.6, page sui  vante).

Le moment �é  chis  sant à l’abs  cisse x est donné par (cf. § 9.2) :

 
 

( ) ( )M x m x M
x

M
x

10 1= + +-` j  

Dans la tra  vée A0 A1, le moment �é  chis  sant étant nul sur l’appui libre :

 



( )

( )
M x p

x x
M

x

21 1= +
-  

3. S’il y avait n tra  vées, la poutre serait (n − 1) fois hypers  ta  tique ; on choi  si  rait comme inconnues 

hypers  ta  tiques les moments �échissants au droit des appuis inter  mé  diaires.
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Figure 9.6. Poutre conti  nue à deux tra  vées égales.

De la même manière, sur la deuxième tra  vée, M(x) est donné par :

 ( )
( )

(1 )M x p
x x

M
x

22 1= +
m

m

-
-  

On véri  �e que : M1(m) = M1 = M2(0).

Pour déter  mi  ner M1, nous pre  nons en compte la conti  nuité de la �bre moyenne 
sur l’appui A1, en écri  vant que la tan  gente est la même à gauche et à droite (4), 
c’est- à-dire :

 2( ) (0)y y1 =ml l  

D’autre part, ( )M xy EI=m  d’où :

 


(0)EI EIy y p
x x

M
x

4 6 2
1 1

2 3

1

2

= + +-l l c m  

(0)EI y1l –  est la constante d’inté  gra  tion,
EI y2

l –  est obtenu par la même méthode :

 


(0)EI EIy y p
x x

M x
x

4 6 2
2 2

2 3

1

2

= + +- -l l c cm m  

Du fait de la symé  trie des charges et des poutres, la défor  mée est symé  trique.

On a donc 2 (0) ( )y y1 =-l l . On peut en déduire, et par consé  quent véri  �er, que 
2( ) (0) 0y y1 = =ml l  (tan  gente hori  zon  tale sur l’appui cen  tral). 

2y yet1
l l  sont alors don  nés par :

  



2
EI y p

x x
M

x

4 6 12
1

2 3 3

1

2 2

= +- - -
l c m  

 
2

EI y p
x x

M x
x

4 6
2

2 3

1

2

= +- -l c cm m  

4. De plus, du fait de la symé  trie, cette tan  gente est ici hori  zon  tale.
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Figure 9.7. Défor  mée d’une poutre conti  nue.

Seules les constantes d’inté  gra  tion ont pu être éli  mi  nées, mais pas l’inconnue hyper-
s  ta  tique. C’est logique, puisque les �èches n’ont pas encore été prises en compte, 
et notam  ment le fait que la �èche est nulle sur l’appui cen  tral, du fait du carac  tère 
incom  pres  sible des appuis, pris par hypo  thèse.

En inté  grant les deux valeurs ci- dessus de yl, deux nou  velles constantes d’inté  gra -
tion vont appa  raître, mais nous allons obte  nir trois équa  tions : �èches nulles aux 
trois appuis. Ainsi l’inconnue hypers  ta  tique pourra être déter  mi  née.

Nous avons :

 

 
 


(0)

6 2
EI EIy y p

x x x
M

x x

12 24 121 1

3 3 3

1

3 2

= + +- - -c cm m
 

 




(0)
6

EI EIy y p
x x

M
x x

12 24 2
2 2

3 4

1

2 3

= + +- -c cm m
 

En écri  vant que la �èche est nulle en A0 et en A1 on déduit immé  dia  te  ment que les 
constantes d’inté  gra  tion y1(0) et y2(0) sont nulles.

Puisque y1(ℓ) est nul, il vient :

   






0 soitp M M
12 24 12 6 2 8

4 4 4

1

3 3

1

2

+ = =- - -
p-c cm m  

9.6.  CAS PAR  TI  CU  LIER DES BÂTI  MENTS COU  RANTS  
EN BÉTON ARMÉ

Dans les bâti  ments cou  rants en béton armé, les poutres d’ossa  tures de plan  chers sont 
géné  ra  le  ment soli  daires des poteaux qui les sup  portent. Elles sont éga  le  ment conti -
nues de part et d’autre des poteaux, dans les tra  vées inter  mé  diaires, conti  nues d’un 
seul côté pour les tra  vées de rive.

Leur cal  cul exact est long et compli  qué (encore que l’infor  ma  tique apporte des 
solu  tions rapides), mais des méthodes sim  pli  �ées sont commu  né  ment admises ; 
elles per  mettent d’ailleurs de véri  �er rapi  de  ment des cal  culs, sans inter  ven  tion de 
l’infor  ma  tique.

Ci- après la méthode de cal  cul appli  cable aux plan  chers à charge d’exploi  ta  tion 
modé  rée, dite méthode for  fai  taire, est don  née telle qu’elle est four  nie dans l’annexe 
E.1 des Règles BAEL 91 (Règles tech  niques de concep  tion et de cal  cul des ouvrages 
et construc  tions en béton armé sui  vant la méthode des états limites).
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9.6.1. DOMAINE D’APPLI  CA  TION

Il est sup  posé que :
la sol  li  ci  ta  tion due à la charge d’exploi  ta  tion ne dépasse pas le double de celle due  –
à la charge per  ma  nente,
les moments d’iner  tie des sec  tions trans  ver  sales sont les mêmes dans les dif  fé - –
rentes tra  vées en conti  nuité,
les por  tées suc  ces  sives sont dans un rap  port compris entre 0,8 et 1,25. –

9.6.1.1. Prin  cipe de la méthode
On cal  cule d’abord la valeur maximale du moment �é  chis  sant, noté M0, dans la 
tra  vée de compa  rai  son, c’est- à-dire dans la tra  vée indé  pen  dante de même por  tée 
que la tra  vée consi  dé  rée et sou  mise aux mêmes charges.

La méthode consiste ensuite à éva  luer les valeurs maximales des moments en tra  vée 
et des moments sur appuis à des frac  tions de M0  �xées for  fai  tai  re  ment (5).

9.6.1.2.  Condi  tions d’appli  ca  tion de la méthode  
- Valeurs des coef  fi  cients

Appe  lons res  pec  ti  ve  ment M et Mw e  les valeurs abso  lues des moments sur appuis 
de gauche (west) et de droite (est) et Mt le moment maximal en tra  vée qui sont pris 
en compte dans les cal  culs de la tra  vée consi  dé  rée.

Appe  lons a le rap  port des charges d’exploi  ta  tion à la somme des charges per  ma -
nentes et des charges d’exploi  ta  tion : ( )Q G QB B= +a

Les valeurs de Mt, M et Mw e  doivent véri  �er les condi  tions sui  vantes :

– ( ) (1 0,3 )M M M M2w e1 0$+ + + a
 (6),

– Le moment maximal en tra  vée Mt n’est pas infé  rieur à :

 
1 0,3

M
2

0

+ a
 dans le cas d’une tra  vée inter  mé  diaire,

 
1,2 0,3

M
2

0

+ a
 dans le cas d’une tra  vée de rive.

– La valeur abso  lue de chaque moment sur appui inter  mé  diaire n’est pas infé  rieure 
à :

 • 0,60M0 dans le cas d’une poutre à deux tra  vées,
 •  0,50M0 dans le cas des appuis voi  sins des appuis de rive d’une poutre à plus de 

deux tra  vées,

5. Les valeurs for  fai  taires adop  tées peuvent varier, dans les limites don  nées par la méthode, sui  vant 

l’expé  rience que le pro  je  teur peut avoir en la matière.

6. Le second membre de l’inéga  lité n’étant pas infé  rieur à 1, 05 M0.
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 •  0,40M0 dans le cas des autres appuis inter  mé  diaires d’une poutre à plus de trois 
tra  vées.

 De part et d’autre de chaque appui inter  mé  diaire, est rete  nue, pour la véri  �  ca -
tion des sec  tions, la plus grande des valeurs abso  lues des moments éva  lués à 
gauche et à droite de l’appui consi  déré.

 Si les cal  culs font inter  ve  nir un moment d’encas  tre  ment sur un appui de rive, la 
résis  tance de cet appui sous l’effet du moment pris en compte doit être jus  ti  �ée.

9.7. EXER  CICES

9.7.1.  POUTRE ENCAS  TRÉE À UNE EXTRÉ  MITÉ,  
SUR APPUI SIMPLE À L’AUTRE

➜ Énoncé
Étu  dions le cas de la poutre encas  trée à une extré  mité, sur appui simple à l’autre 
(cf. § 9.4 et �gure 9.8). Elle est sou  mise à une charge uni  for  mé  ment répar  tie de 
den  sité p.

Figure 9.8. Poutre encas  trée en A, sur appui simple en B.

Il est tout à fait pos  sible d’ima  gi  ner que cette poutre est une console à l’extré  mité de 
laquelle est appli  quée une force RB ver  ti  cale, diri  gée vers le haut, telle que le point 
B reste à l’hori  zon  tale du point A. Cal  cu  lez RB et, de là, le moment �é  chis  sant dans 
la poutre.

➜ Solu  tion
Sous l’effet de la charge répar  tie, la console se déforme. La �èche à l’extré  mité B, 
sup  po  sée libre, est alors don  née par :

 


f
EI

p

8
1

4

=-  
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D’autre part nous avons vu que la même console, sou  mise à une force unique RB, 
aurait une �èche égale à :

 


f
EI

R

3

B

2

3

=+  

Le point B ne peut res  ter �xe que si la somme des �èches est nulle :

∑(f ) = �èche de la charge répar  tie (f1) + �èche de la réac  tion RB (f2) = 0. Soit :

 
 

0
EI

p

EI

R

8 3

B

4 3

+ =
-

, d’où R p
8

3
B=  

Or, le moment �é  chis  sant à l’extré  mité encas  trée A est égal au moment des forces à 
droite, changé de signe. Ainsi, nous obte  nons :

   


M pl p
p

2 8

3

8
A

2

# #= =- - -c m  

Nous retrou  vons ainsi la valeur déter  mi  née en 9.4.

9.7.2. POUTRE CONTI  NUE À DEUX TRA  VÉES ÉGALES

➜ Énoncé
En appli  quant une méthode sem  blable, étu  diez le pro  blème de la poutre conti  nue à 
deux tra  vées égales, char  gée uni  for  mé  ment (�gure 9.9).

Figure 9.9. Poutre conti  nue à deux tra  vées égales.

➜ Solu  tion
La poutre peut être consi  dé  rée comme une poutre sur appuis simples, de lon  gueur : 
AB = L = 2ℓ, rece  vant en son milieu C une charge concen  trée RC diri  gée vers le 
haut.
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La �èche au milieu de la poutre, sous la charge répar  tie, est égale à :

 f
EI

pL

384

5
1

4

=-  

et celle due à la charge concen  trée à :

 f R
EI

L
48

C2

3

=+  

En écri  vant f1 + f2 = 0, on en déduit :

 R pL p
8

5

4

5
C = =  

Les réac  tions en A et B sont alors égales à :

   2R R p p p
2

1

4

5

8

3
A B= = =-c m  

Le moment �é  chis  sant sur l’appui inter  mé  diaire C est alors :

     
M p p

p

8

3

2 8
C

2

# #= =- -  

valeur qui avait été trou  vée au para  graphe 9.5.

A C B

8

2
p

8

2
p0,562

8

2
p

-

Figure 9.10. Ligne repré  sen  ta  tive du moment �é  chis  sant.

Les deux exer  cices montrent que, dans des cas par  ti  cu  liers, il est pos  sible de 
déter  mi  ner les inconnues hypers  ta  tiques à l’aide d’astuces. Tou  te  fois, dans les cas 
géné  raux, il est pré  fé  rable de suivre la méthode consis  tant à déter  mi  ner la �bre 
moyenne défor  mée à par  tir de l’équa  tion dif  fé  ren  tielle ( )y M x EI=m .
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9.7.3. POUTRE CONTI  NUE À TROIS TRA  VÉES ÉGALES

➜ Énoncé
Consi  dé  rons une poutre conti  nue à trois tra  vées égales, char  gées de manière uni  for -
mé  ment répar  tie avec une den  sité p (�gure 9.11).

Figure 9.11. Poutre conti  nue à trois tra  vées égales.

Trou  vez les valeurs de T(x) et M(x), et tra  cez les lignes repré  sen  ta  tives.

➜ Solu  tion
Le sys  tème est hypers  ta  tique de degré 2. Tou  te  fois, du fait de la symé  trie par 
rap  port au milieu de la poutre, il suf  �t de déter  mi  ner une seule des inconnues 
hyper  s  ta  tiques, par exemple la réac  tion R0, et d’étu  dier le sys  tème sur seule  ment la 
moi  tié gauche.

Une pre  mière rela  tion est obte  nue en écri  vant l’équi  libre des forces :

 1,5R R p0 1+ =  (9.3)

L’étude de la tra  vée 0−1 per  met d’obte  nir :

 ( )M x R x
px

20

2

= - , d’où 0EI EIy y R
x

p
x

2 6
0

2 3

= + -l l  

où EI y0
l  est la constante d’inté  gra  tion.

En inté  grant une seconde fois on obtient la �èche y :

 x0EI EI EIy y y R
x

p
x

6 24
0 0

3 4

= + + -l  

La �èche étant nulle à l’appui 0, on extrait y0 = 0.

En écri  vant ensuite que la �èche est nulle à l’appui 1, soit pour x = ℓ, on trouve :

   
( ) 0EI EIy y R p

6 240 0

3 4

= + =-l , d’où  
0EI y R p

6 24
0 0

2 3

+ =-l  (9.4)

Ensuite, l’étude de la tra  vée 1–2 per  met d’obte  nir :

( ) ( )M x R x R x p
x

20 1

2

= + - - , d’où 
( )

EI EIy y R
x

R
x

p
x

2 2 6
1 0

2

1

2 3

= + +
-

-l l



user 189 at Tue Sep 14 16:59:59 +0200 2010

Poutres droites hypers  ta  tiques 

129

Écri  vons la conti  nuité de la tan  gente à la défor  mée de part et d’autre de l’appui 1 :

pour la tra  vée 0 – ‑1,   
( )EI EIy y R p

2 6
0 0

2 3

= + -l l

pour la tra  vée 1 – ‑2,   
( )EI EIy y R p

2 6
1 0

2 3

= + -l l

De l’éga  lité des valeurs de ( )yl  dans les deux tra  vées, on extrait 0y y1=l l.
D’autre part, la tan  gente à la défor  mée étant hori  zon  tale au milieu de la tra  vée 1–2, 
on obtient :

 
9 27  

0EI EIy y R
2

3

2 2 4 6 8
0 0

2

1

2 3

= = + + -
R p

l lc m  

En rem  pla  çant R1 par sa valeur obte  nue par l’équa  tion [1], il vient :

 0   0EI y R p
8

32
0

3+ =-l  (9.5)

Le sys  tème est ainsi composé de deux équa  tions linéaires à deux inconnues : (9.4) 
et (9.5) dont on extrait faci  le  ment  ( ) 0,4R p p16 400 = = . Par suite, il est facile 
de cal  cu  ler T(x) et M(x).

L’effort tran  chant a pour valeur :
tra  vée 0 – ‑1 : 0,4T p px= -  ;
tra  vée 1 – ‑2 : 1,5T p px= - .

Le moment �é  chis  sant a pour valeur :
tra  vée 0 – ‑1 : 0,4 0,5M p x px2= -  ;
tra  vée 1 – ‑2 :  1,5 1,1 0,5M p x p px2 2= - - .

Ainsi, on trace les lignes repré  sen  ta  tives (�gure 9.12 et �gure 9.13, page sui  vante).

Figure 9.12. Ligne repré  sen  ta  tive de l’effort tran  chant.
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Figure 9.13. Ligne repré  sen  ta  tive du moment �é  chis  sant.

9.7.4. POUTRE CONTI  NUE À QUATRE TRA  VÉES ÉGALES

Nous don  nons, seule  ment à titre indi  ca  tif, le résul  tat concer  nant une poutre à quatre 
tra  vées égales uni  for  mé  ment char  gées.

La ligne repré  sen  ta  tive du moment a la forme de la �gure 9.14, avec les valeurs carac -
té  ris  tiques sui  vantes, en appe  lant M0 le moment maxi  mum en tra  vée indé  pen  dante :

 


M
p

8
0

2

=  

Moments sur appuis :  MB = MD = −6/7 M0 = − 0,857 M0 
MC = − 417 M0 = − 0,571 M0

Moments posi  tifs maxi  mums en tra  vée :
tra  vée de rive : 0,618  – M0,
tra  vées cen  trales : 0,291  – M0.

B C

A

D
E

Figure 9.14. Ligne repré  sen  ta  tive du moment �é  chis  sant.
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Sys  tèmes réti  cu  lés 
iso statiques

10
10.1. DÉFI  NI  TIONS

Un sys  tème réti  culé (ou à treillis) est un sys  tème composé de barres rec  ti  lignes 
arti  cu  lées entre elles à leurs extré  mi  tés ; les points d’arti  cu  lation, communs à 
plu  sieurs barres, sont les nœuds du sys  tème.

Les seules forces exté  rieures appli  quées au sys  tème (forces don  nées et réac  tions 
d’appuis) sont sup  po  sées être appli  quées aux nœuds. Il en résulte qu’une barre AB 
du sys  tème, comprise entre les nœuds A et B, est en équi  libre sous l’action de deux 
forces égales et oppo  sées appli  quées, l’une en A, l’autre en B. Cette barre ne sup  porte 
donc qu’une force nor  male F , appe  lée effort dans la barre AB. Par conven  tion, F 
est posi  tif si la barre AB est compri  mée, néga  tif si la barre AB est ten  due.

Lorsque toutes les barres et les forces appli  quées sont dans un même plan, le sys  tème 
est un sys  tème réti  culé plan.

Un sys  tème tri  an  gulé est un sys  tème réti  culé formé de tri  angles jux  ta  po  sés 
exté  rieu  re  ment, les barres étant les côtés communs à deux tri  angles. Dans cet 
ouvrage, seule l’étude des sys  tèmes tri  an  gu  lés plans est trai  tée.

Le pro  blème posé par le cal  cul des sys  tèmes réti  cu  lés est la déter  mi  na  tion 
des réac  tions d’appui et des efforts dans les barres. Les équa  tions de la sta  tique 
sont au nombre de trois (deux, s’il n’y a que des forces ver  ti  cales). Si ces trois 
équa  tions suf  �sent pour déter  mi  ner les réac  tions d’appui, le sys  tème réti  culé est 
dit exté  rieu  re  ment iso statique. S’il existe des réac  tions en nombre sur  abon  dant, 
le sys  tème est dit exté  rieu  re  ment hypers  ta  tique. Les réac  tions d’appui une fois 
connues, s’il est pos  sible de déter  mi  ner tous les efforts dans les barres, le sys  tème 
est dit inté  rieu  re  ment iso statique. Seule l’étude de tels sys  tèmes est trai  tée.
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Si nous avons n nœuds et b barres, la condi  tion pour que le sys  tème soit iso statique 
est b = 2n − 3. Cette condi  tion est éga  le  ment une condi  tion néces  saire et suf  �  sante 
pour que le sys  tème soit stric  te  ment indé  for  mable.

10.2. MÉTHODE DES NŒUDS - ÉPURE DE CRÉMONA

Une méthode de déter  mi  na  tion des efforts dans les barres d’un sys  tème inté  rieu -
re  ment iso statique est la méthode des nœuds : il s’agit d’écrire l’équi  libre des 
forces et réac  tions appli  quées à chaque nœud, ce qui conduit à résoudre un sys  tème 
d’équa  tions linéaires. Ceci sup  pose obli  ga  toi  re  ment que les forces sont toutes 
appli  quées aux nœuds du sys  tème. Or il n’en est pas tou  jours ainsi : c’est notam  ment 
le cas du poids propre des barres qui est réparti le long de chaque barre ; il en est 
de même des charges de vent ou de neige. Dans ce cas, il convient de répar  tir les 
charges sur les nœuds situés aux extré  mi  tés de la barre. Par exemple, le poids propre 
de la barre CA (�gure 10.1) sera réparti, pour moi  tié, sur les nœuds C et A.

Il est pos  sible de tra  duire gra  phi  que  ment la méthode des nœuds par l’épure de 
Crémona, en asso  ciant à chaque nœud, le poly  gone des forces qui lui sont appli  quées.

La méthode de construc  tion est expli  quée à par  tir de l’exemple sui  vant :

Soit le sys  tème tri  an  gulé, posé sur deux appuis simples A et B (�gure 10.1).

Figure 10.1. Sys  tème tri  an  gulé sur deux appuis simples.

Ce sys  tème sup  porte deux charges concen  trées : P1 = 60 000 N, au nœud D ; 
P2 = 30 000 N au nœud F.

Véri  �ons que le sys  tème est iso statique :
le nombre de barres est égal à 11, –
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le nombre de nœuds est de 7. –

On a bien b = 2n − 3 (11 = 14 − 3).

Les réac  tions aux appuis sont, res  pec  ti  ve  ment, RA = 50 000 N et RB = 40 000 N.

Pour construire le Crémona, consi  dé  rons une ori  gine O quel  conque, après avoir 
numé  roté les barres.

Consi  dé  rons d’abord le nœud A. En fai  sant le tour de ce nœud vers la gauche, nous 
trou  vons la réac  tion RA  que nous tra  çons à par  tir de O sur le gra  phique Crémona, 
puis la force exer  cée dans la barre 2, puis la force dans la barre 1 (�gure 10.2).

Il faut remar  quer, et cela est valable de façon géné  rale, que seules sub  sistent deux 
inconnues. Ceci est fon  da  men  tal : en effet, la solu  tion consiste à construire un 
tri  angle et il faut dis  po  ser d’un côté et des direc  tions des deux autres côtés. S’il 
y a plus de deux inconnues, nous ne sommes plus dans le cas d’un tri  angle.

Figure 10.2. Épure de Crémona du nœud A.

Dans notre cas, la solu  tion est immé  diate : nous connais  sons l’un des trois côtés, à 
savoir la réac  tion RA , et les direc  tions des deux autres côtés, à savoir les direc  tions 
des deux barres 1 et 2, puisque les forces sont diri  gées dans le sens des barres. Il est 
ainsi pos  sible de construire le tri  angle OMP, dans l’ordre où les dif  fé  rentes forces 
ont été trou  vées, c’est- à-dire RA , 2 et 1, en tra  çant, à par  tir de l’extré  mité M du 
vec  teur OM RA= , une paral  lèle à la barre 2, et à par  tir de O, une paral  lèle à la 
barre 1, les deux droites se cou  pant au point P.

Ainsi deux forces ont été déter  mi  nées : celles dans les barres 1 et 2.

Quant aux �èches, elles per  mettent de savoir si la barre est compri  mée ou ten  due : 
pour cela il suf  �t de repor  ter les forces, avec la �èche cor  res  pon  dante, sur le des  sin 
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de la poutre. Par exemple, la force MP  repor  tée sur la barre 2 s’éloigne du nœud 
A : ceci indique que la barre 2 est ten  due. Au contraire, la force PO repor  tée sur la 
barre 1 se dirige vers le nœud A : la barre 1 est compri  mée (�gure 10.3).

Figure 10.3. Équi  libre du nœud A .

Étu  dions ensuite le nœud C.

En effet, il importe de pas  ser au nœud C pour lequel deux inconnues sub  sistent, les 
efforts dans les barres 3 et 4, alors qu’au nœud D sub  sistent 3 inconnues : les efforts 
dans les barres 3, 5 et 6 (�gure 10.1, page 122). Par la suite, lorsque nous connaî  trons 
l’effort dans la barre 3, il ne sub  sis  tera plus au nœud D que deux inconnues : les 
efforts dans les barres 5 et 6.

En tour  nant tou  jours de la droite vers la gauche, nous trou  vons, dans l’ordre, la force 
1, la force 3 et la force 4.

La force 1 est connue, puisque déter  mi  née par l’épure de Crémona du tri  angle 
pré  cé  dent. Tou  te  fois, il faut consi  dé  rer la force égale et oppo  sée, c’est- à-dire la 
réac  tion oppo  sée par le nœud C à la force appli  quée en pro  ve  nance de A. D’ailleurs, 
la barre 1, qui a été déter  mi  née comme compri  mée, dans l’équi  libre du nœud A, l’est 
aussi dans l’équi  libre du nœud C. Compte tenu des conven  tions indi  quées ci- dessus, 
la force 1 doit donc se diri  ger vers le nœud C.

Pour construire l’épure de Crémona du nœud C, il faut donc opé  rer de la manière 
sui  vante :

par  tir de la force connue, c’est- à-dire la force  – 1. Cette force existe déjà dans la 
�gure 10.2, page pré  cé  dente : c’est la force OP .

Comme il faut chan  ger de sens, il faut par  tir de O vers P. O et P sont donc les 
extré  mi  tés du côté connu du tri  angle d’équi  libre des forces du nœud C ;
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le tri  angle se construit en tra  çant, à par  tir de P, une paral  lèle à la force  – 3, et à 
par  tir de O, une paral  lèle à la force 4. Les deux droites se coupent en Q, qui est le 
troi  sième som  met du tri  angle.

Pour le sens des �èches, il convient de consi  dé  rer le gra  phique en par  tant de O, 
comme indi  qué ci- dessus, en sui  vant les forces dans l’ordre où elles ont été trou  vées, 
en tour  nant vers la gauche, c’est- à-dire 3, puis 4 (�gure 10.4).

Figure 10.4. Épure de Crémona du nœud C.

Il faut ensuite pas  ser au nœud D, où concourent cinq forces, dont seule  ment deux 
sont inconnues.

Consi  dé  rons la force 3 : au nœud C, cette force s’éloigne du point C ; au nœud D, 
elle s’éloigne aussi du point D, puisque la barre est ten  due.

De la même manière, la barre 3, mon  trée comme étant ten  due par l’épure de Crémona 
du nœud C, doit, elle aussi, s’éloi  gner du point D.

Figure 10.5. Épure de Crémona du nœud D.
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Pour construire l’épure de Crémona, il faut gar  der pour la �n du tracé les deux 
forces inconnues. On commence par la barre 3, soit QP, puis la barre 2, soit PM, puis 
la force de 60 000 N, appli  quée au nœud, soit le vec  teur MS.

S et Q sont donc les points à par  tir des  quels on trace les paral  lèles aux forces 6 et 5, 
dans cet ordre, où on les a ren  contrées en tour  nant vers la gauche, d’où l’épure de 
Crémona (�gure 10.5, page pré  cé  dente).

La poutre étant symé  trique, l’ensemble des efforts dans les dif  fé  rentes barres est 
ainsi déter  miné. Le lec  teur est tou  te  fois invité à conti  nuer le tracé du Crémona qui 
doit le rame  ner au point ori  gine O.

10.3. MÉTHODE DES SEC  TIONS

Par  ta  geons le sys  tème réti  culé iso statique en deux au moyen d’une sec  tion (ou 
cou  pure) (S), ren  contrant en géné  ral trois barres (�gure 10.6). Pour conser  ver 
l’équi  libre de la par  tie du sys  tème située à droite de la sec  tion, il faut que le sys  tème 
des forces exté  rieures appli  quées à la par  tie du sys  tème située à gauche de la sec  tion 
soit équi  va  lent au sys  tème des forces exer  cées sur la par  tie droite par les barres 
ren  contrées par la sec  tion.

Figure 10.6. Cou  pure d’un systéme réti  culé.

Par exemple, dans le cas de la �gure 10.6, le sys  tème reste en équi  libre si l’on 
rem  place le sys  tème des forces situées à gauche de la sec  tion (S) par les forces 
exer  cées sur la par  tie droite par les barres AC et AD (�gure 10.7 et �gure 10.8, page 
sui  vante).

Pour trou  ver l’équi  libre de la par  tie gauche, on peut uti  li  ser les trois équa  tions de la 
sta  tique, mais il est sou  vent plus facile, d’uti  li  ser uni  que  ment l’équa  tion indi  quant
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Figure 10.7. Forces équi  li  brant la par  tie droite de la cou  pure.

que le moment résul  tant par rap  port à un point quel  conque est nul, en choi  sis  sant 
judi  cieu  se  ment le point de sorte d’avoir une seule inconnue dans l’équa  tion.

Par exemple, consi  dé  rons le sys  tème de la �gure 10.1, page 122. Cou  pons d’abord 
la poutre par une sec  tion (S) située entre A et CD. La par  tie gauche est en équi  libre 
comme indi  qué dans la �gure 10.8.

Figure 10.8. Forces équi  li  brant la par  tie à gauche de la cou  pure.

Le moment résul  tant par rap  port à D est nul. D est choisi parce que le moment de 
la force de la barre AD est nul par rap  port à ce point. Ainsi, il ne reste plus qu’une 
seule inconnue : l’effort dans la barre AC.

On obtient : FD 0 AD DHM RA AC# #= = +

Nous remar  quons immé  dia  te  ment que la force FAC  doit avoir le sens indi  qué sur la 
�gure 10.8. Sa gran  deur abso  lue est :

 
AD

F
DH

R

AC

A #
=  

Pour trou  ver la force FAD, il suf  �t de cal  cu  ler le moment par rap  port au point C. 
FAD a le sens indi  qué sur la �gure 10.8. Sa valeur est telle que :

 
LC

F
C K

R
AD

A #
=  
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Pour trou  ver les efforts dans les barres CD et CE, on coupe la poutre par une sec  tion 
( )Sl , telle que men  tionné sur la �gure 10.9. En consi  dé  rant la par  tie gauche de ( )Sl , 
les seules forces exté  rieures à cette par  tie sont la réac  tion RA  et les efforts en CE, 
CD et AD.

Figure 10.9. Forces exer  cées sur la par  tie gauche de la poutre, à droite de la sec  tion (S )l  .

FAD est déjà connue : il ne reste plus que deux inconnues. Pour obte  nir FCE , on cal -
cu  lera le moment par rap  port à D.

Pour obte  nir FCD, on cal  cu  lera le moment par rap  port à E.

La méthode des sec  tions est beau  coup plus pré  cise que la méthode de Crémona, 
lorsque les dimen  sions de la pièce sont connues avec exac  ti  tude.

10.4. EXER  CICE : POUTRE TRI  AN  GU  LÉE

➜ Énoncé
Consi  dé  rons la poutre tri  an  gu  lée (�gure 10.10, page sui  vante), repo  sant sur deux 
appuis simples A et D. Chaque barre a une lon  gueur de 3 m. La poutre reçoit au 
nœud B une charge de 80 kN et au nœud C une charge de 20 kN.

1. Des  si  nez le Crémona du sys  tème. En déduire les efforts dans les barres.

2. Cal  cu  lez les efforts dans les barres 1, 2, 3 et 4 par la méthode des sec  tions.

3. Consi  dé  rez les forces cal  cu  lées pré  cé  dem  ment pour le nœud G, et véri  �ez que 
leur résul  tante est bien nulle.

➜ Solu  tion
Véri  �ons d’abord que le sys  tème est bien iso statique. Le sys  tème compte 7 nœuds 
et 11 barres, soit (2 # 7) − 11 = 3.
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Figure 10.10. Poutre tri  an  gu  lée iso statique .

Cal  cu  lons les réac  tions d’appui : M D 0=  donne RA = 60 kN, d’où RB = 40 kN.

1. Épure de Crémona. Nous avons :

 ;OP RA=-  
 ;NO RD=-  
 PM =- force extérieure de 80 kN ; 
 MN =- force extérieure de 20 kN. 

 Ce qui per  met de des  si  ner l’épure de la �gure 10.11.

Figure 10.11. Épure de Crémona de la poutre .
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 La mesure sur le gra  phique donne les résul  tats consi  gnés dans le tableau 10.1.

Barre Compri  mée Ten  due Effort (en kN)

1 # 69

2 # 35

3 # 69

4 # 69

5 # 23

6 # 58

7 # 23

8 # 46

9 # 46

10 # 23

11 # 46

Tableau 10.1.

2. Méthode des sec  tions :

 Effectuons une cou  pure de la poutre par une sec  tion (S) (�gure 10.12).

Figure 10.12. Cou  pure par une sec  tion (S) .

 Pour qu’il y ait équi  libre, il faut que la force exté  rieure, c’est- à-dire la réac  tion 
RA = 60 kN, soit équi  li  brée par le sys  tème des forces inté  rieures, c’est- à-dire les 
efforts dans les barres 1 et 2. Le moment de ces forces par rap  port à B étant nul, 
il est pos  sible d’écrire, sachant que :

 BH
2

3 3
=  
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 3 3 0R F
2

3
A 1# #+ =  

 d’où (1) :

 
60 2

69,2 kNF
3

1
#

= =- -  

 La force F1 est diri  gée vers le nœud A ; la barre 1 est donc compri  mée. En pre  nant 
le moment par rap  port à G, on obtient :

 60 0F
2

3

2

3 3
2# #+ =  d’où 34,6 kNF

3

60
2= =- -  

 La force F2  s’éloigne du nœud A : la barre 2 est donc ten  due.

 Cou  pons main  te  nant par une sec  tion ( )Sl  (�gure 10.13).

Figure 10.13. Cou  pure par une sec  tion (S )l  .

 La seule force exté  rieure est tou  jours la réac  tion en A. Elle est équi  li  brée par les 
efforts dans les barres cou  pées par la sec  tion : 2, 3 et 4.

 La barre 1, non cou  pée, assure son propre équi  libre et n’inter  vient plus par 
consé  quent. Cal  cu  lons le moment par rap  port à B :

 60 3 0F
2

3 3
4# #+ =  d’où 69,2 kNF4=-  

 La force F4  est diri  gée vers le nœud G : la barre 4 est donc compri  mée. Pour 
trou  ver l’effort dans la barre 3, il faut cal  cu  ler le moment par rap  port à F :

 60 4,5 0F F
2

3 3

2

3 3
2 3# # #+ + =  

1. Les signes des forces déduits des équa  tions sont ceux des moments de ces forces par rap  port au point 

consi  déré ; on en déduit alors le sens des forces et la nature de l’effort qui s’exerce dans la barre (com-

pression ou ten  sion).
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 En rem  pla  çant F2 par sa valeur trou  vée pré  cé  dem  ment (−34, 6 kN), on cal  cule 
F3 = −69,2 kN. La force étant diri  gée vers la nœud B, la barre 3 est ten  due.

3. Équi  libre du nœud G

 Le nœud G est sou  mis à trois forces égales et dis  po  sées à 120°, si on les fait glis -
ser de manière à pla  cer l’ori  gine en G : l’équi  libre est bien assuré (�gure 10.14).

Figure 10.14. Équi  libre du nœud G .

 Il s’agit d’une méthode rapide de véri  �  ca  tion d’un Crémona.
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11
11.1. INTRO  DUC  TION

Dans les cha  pitres pré  cé  dents ont été étu  diés des poutres et des sys  tèmes de poutres 
en sup  po  sant les défor  ma  tions de ces poutres in�  ni  ment petites, c’est- à-dire en 
négli  geant ces défor  ma  tions pour le cal  cul des dif  fé  rents effets : effort nor  mal, effort 
tran  chant et moment �é  chis  sant.

Dans ces condi  tions, la super  po  si  tion de plu  sieurs états d’équi  libre don  nait un 
nou  vel état d’équi  libre (prin  cipe de la super  po  si  tion des états d’équi  libre).

Or, il n’en est pas tou  jours ainsi dans la réa  lité, puis  qu’il peut arri  ver d’obte  nir des 
défor  ma  tions très grandes sous l’effet de forces rela  ti  ve  ment modé  rées. Ces phé  no -
mènes sont connus sous le nom d’insta  bi  lité élas  tique. Le plus cou  rant est celui du 
�am  be  ment d’une poutre élan  cée sous l’action d’un effort nor  mal de compres  sion. 
Par exemple, une canne très �ne sur laquelle on s’appuie for  te  ment, se déforme en 
se cour  bant, puis casse, par �exion.

Dans le cas de la canne, si l’effort nor  mal de compres  sion était par  fai  te  ment situé dans 
l’axe de la canne, il y aurait écra  se  ment du maté  riau et non rup  ture par �exion.

La �exion préa  lable ne peut pro  ve  nir que d’un excentrement de la force de compres -
sion F  par rap  port à l’axe de la canne, l’excentrement rela  tif étant d’autant plus 
grand que le dia  mètre de la canne est faible (�gure 11.1, page sui  vante).

Mais dans d’autres cas, la �exion peut être pro  duite par un moment de �exion 
appli  qué à la poutre du fait de la dis  po  si  tion des forces exté  rieures (poids propre, 
vent, neige, etc.) (�gure 11.1, page sui  vante).

Sta  bi  lité de l’équi  libre  
élas  tique
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Figure 11.1. Flam  be  ment d’une canne (à gauche) et défor  ma  tion d’une poutre (à droite).

Dans ce cha  pitre, les deux cas sui  vants seront étu  diés :
poutres à la fois compri  mées et �é  chies, –
poutres seule  ment compri  mées : c’est le phé  no  mène du �am  be  ment. –

11.2. POUTRE SUR APPUIS SIMPLES, DE SEC  TION  
CONSTANTE, COMPRI  MÉE ET FLÉ  CHIE

La poutre, sur appuis simples A et B, est sup  po  sée hori  zon  tale. Elle sup  porte un 
sys  tème de charges ver  ti  cales pro  dui  sant dans la poutre un moment �é  chis  sant 
m(x). Par ailleurs, elle est sou  mise à un effort nor  mal F  appli  qué à ses extré  mi  tés 
(�gure 11.2).

Figure 11.2. Poutre compri  mée et �é  chie.

Tant que la défor  ma  tion de la poutre peut être négli  gée (y in�  ni  ment petit), il s’agit d’un 
simple cas de �exion compo  sée. En revanche, si y n’est pas négli  geable, le moment 
�é  chis  sant par rap  port au centre de gra  vité de la poutre, c’est- à-dire par rap  port au 
point cor  res  pon  dant de la �bre moyenne défor  mée, devient : ( ) ( )M x m x F y= - $

 (1)

1. Le signe – pro  vient du fait que y est néga  tif  dans le cas consi  déré. Si y était posi  tif, le moment serait 

alors néga  tif, et nous aurions encore la même for  mule.
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Il en résulte que l’équa  tion dif  fé  ren  tielle don  nant y est :

 
( )

( )y
EI

M x

EI
m x Fy

1
= = -m 6 @

 

La solu  tion de cette équa  tion dif  fé  ren  tielle est telle que y tend vers l’in�ni lorsque F  
tend vers une force telle que :

 
F

EI
C 2

2

=
r

 

Cette force, de gran  deur �nie, est appe  lée force cri  tique de �am  be  ment. La force 
F doit donc res  ter infé  rieure à FC, pour évi  ter que les défor  ma  tions de la poutre ne 
s’ampli  �ent.

Il faut remar  quer que la force cri  tique est indé  pen  dante du moment �é  chis  sant m(x) 
appli  qué à la poutre.

11.3. FLAM  BE  MENT DES POUTRES DROITES DE SEC  TION 
CONSTANTE

11.3.1. POUTRE ARTI  CU  LÉE À SES EXTRÉ  MI  TÉS

Consi  dé  rons une poutre droite OOl, arti  cu  lée à ses extré  mi  tés et sou  mise à un effort 
nor  mal de compres  sion F. Soit S l’aire de sa sec  tion sup  po  sée constante.

On pour  rait pen  ser, a priori, que lorsque F croît, la ruine de la poutre inter  vient 
lorsque la contrainte F S=v , sup  po  sée répar  tie sur toute la sec  tion, dépasse la 
limite élas  tique. Or, il peut en être autre  ment lorsque les dimen  sions trans  ver  sales de 
la poutre sont faibles vis- à-vis de sa lon  gueur ℓ, puisque l’équi  libre de la poutre peut 
deve  nir instable bien avant que la contrainte n’atteigne la limite élas  tique.

En effet, sup  po  sons que la poutre soit légè  re  ment �é  chie (�gure 11.3, page sui -
vante). En tout point d’abs  cisse x (à par  tir de O), elle est sou  mise, outre à l’effort 
nor  mal de compres  sion, à un moment �é  chis  sant M = − Fy. La �èche est déter  mi  née 
par l’équa  tion :

 
( )

y
EI

M x

EI

Fy
= =

-
m , soit l’équa  tion dif  fé  ren  tielle : 0y

EI

Fy
+ =m

Cette équa  tion a une in�  nité de solu  tions, dont la plus faible valeur est don  née par 
l’expres  sion (2) :

 
F

EI
C 2

2

=
r

 

2. L’inté  grale géné  rale de l’équa  tion dif  fé  ren  tielle est y = A cos kx + B sin kx, avec k F EI
2
= . La condi -

tion y = 0 pour x = 0 donne A = 0, d’où y = B sin kx La condi  tion y = 0 pour x = ℓ donne sin kℓ = 0, 

d’où la for  mule indi  quée.
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Figure 11.3. Poutre �é  chie sou  mise à un effort de compres  sion.

FC est appe  lée force cri  tique de �am  be  ment (ou force cri  tique d’Euler). Si la force 
F est supé  rieure à FC, la défor  ma  tion aug  mente consi  dé  ra  ble  ment, et la poutre se 
rompt, ou bien, si elle est très élan  cée (lame mince, par exemple), elle prend une 
posi  tion d’équi  libre très défor  mée : de toutes façons, la poutre devient inuti  li  sable.

Par exemple, si F dépasse FC de 1,5 % seule  ment, la �èche maxi  mum de la poutre 
atteint 11 % de sa lon  gueur.

11.3.2. POUTRES SOU  MISES À DES CONDI  TIONS AUX LIMITES DIVERSES

Les résul  tats pré  cé  dents concernent la poutre arti  cu  lée à ses deux extré  mi  tés. Ces 
résul  tats sont fon  da  men  taux et servent de réfé  rence à tous les autres cas consi  dé  rés 
ci- après.

Poutre encas  trée à l’une de ses extré  mi  tés, et libre à l’autre (mât)• 
Le �am  be  ment est iden  tique à celui d’une poutre arti  cu  lée à ses deux extré  mi  tés de 
lon  gueur 2ℓ (�gure 11.4, page sui  vante). D’où :

 


F
EI

4

1
C 2

2

=
r

 

soit seule  ment le quart de la valeur de réfé  rence.
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Figure 11.4. Flam  be  ment d’un mât.

Poutre encas  trée à ses deux extré  mi  tés• 
FC est le qua  druple de la valeur de réfé  rence.

D’une manière géné  rale, il est admis : F m EIC
2 2= r , m étant le coef  �  cient numé -

rique dépen  dant du mode de �xa  tion de la pièce à ses deux extré  mi  tés. Il est donné 
dans le tableau 11.1.

m Mode de fixa  tion aux extré  mi  tés

1 pièce arti  cu  lée à ses deux extré  mi  tés

4 pièce par  fai  te  ment encas  trée à ses deux extré  mi  tés

2 pièce demi encas  trée à ses deux extré  mi  tés

2 pièce arti  cu  lée à une extré  mité et par  fai  te  ment encas  trée à l’autre

1 4 pièce encas  trée à une extré  mité et libre à l’autre (mât)

Tableau 11.1.

☞ Remarque

Lorsque la poutre peut �am  ber dans un plan quel  conque, il faut consi  dé  rer le moment d’iner  tie mini -
mum de la sec  tion.
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11.3.3. SÉCU  RITÉ VIS- À-VIS DU FLAM  BE  MENT  
- CONTRAINTES ADMIS  SIBLES

Consi  dé  rons une poutre compri  mée de sec  tion S, d’iner  tie I, arti  cu  lée à ses extré  mi  tés ; 
la contrainte cri  tique vk est dé�  nie par la for  mule :

 

EIrC

S S
k 2

2

= =v
F

 

En appe  lant r I S=  le rayon de gira  tion de la poutre et r=m   l’élan  ce  ment 
de la poutre, la contrainte cri  tique devient :

 

E
k 2

2

=v
m

r

 

Sup  po  sons que la poutre soit par  fai  te  ment rec  ti  ligne, que l’effort F  soit cen  tré et que 
le maté  riau dont elle est consti  tuée soit par  fai  te  ment homo  gène :

si la contrainte  – vk est 1 ve (limite élas  tique), c’est- à-dire si E
e

2m r v , la poutre 
périra par écra  se  ment dès que le rap  port F S attein  dra la valeur vk ;
si  – vk 2 ve, la poutre périra par écra  se  ment dès que F S attein  dra la valeur ve.
si, d’autre part : la poutre a un défaut de rec  ti  tude, ou bien les forces de compres - –
sion aux extré  mi  tés de la poutre ne sont pas bien cen  trées, alors la contrainte réelle 
maximale subie par la poutre sera supé  rieure à la contrainte nor  male F S=v .

D’une façon géné  rale, la contrainte maximale est don  née par une expres  sion de la 
forme :

[1 ( )]
S

F
am = +v m  où a est un terme fonc  tion de l’élan  ce  ment m.

On peut citer, parmi ces expres  sions, celle don  née par Rankine, en ce qui concerne 
les pièces en acier, soit :

 
S

F
1

10 000
m

2

= +v
m; E

 

Il suf  �t alors de véri  �er que vm est infé  rieur à la contrainte admis  sible dans le cas 
consi  déré.

11.4. PRES  CRIP  TIONS DES RÈGLE  MENTS EN VIGUEUR

Les règle  ments cités sont ceux rela  tifs aux construc  tions métal  liques et au béton 
armé.
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11.4.1. REGLEMENTS RELA  TIFS AUX CONSTRUC  TIONS METALLIQUES

Nous dis  tin  gue  rons les construc  tions métal  liques, en géné  ral, et les ouvrages métal -
liques construits pour les col  lec  ti  vi  tés publiques.

11.4.1.1. Règles de cal  cul des constructions en acier :  
Règles CM 1966 et l’addi  tif 80

Elles sont fon  dées sur la méthode Dutheil dont les prin  cipes sont don  nés ci- après.

Cette méthode part du constat (cf. § 11.3.1) que dès qu’une barre (même jugée 
par  fai  te  ment droite), est sou  mise à une compres  sion, elle s’in�é  chit légè  re  ment, ce 
qui induit un moment �é  chis  sant s’ajou  tant à l’effort nor  mal : la véri  �  ca  tion de la 
sta  bi  lité des pièces compri  mées (avec ou sans �exion d’ori  gine exté  rieure) est ainsi 
rame  née à un pro  blème de �exion compo  sée.

La réso  lu  tion du pro  blème pré  sente les deux par  ti  cu  la  ri  tés sui  vantes :
au lieu d’étu  dier l’équi  libre des forces et les sol  li  ci  ta  tions en chaque point de  –
la pièce, comme dans les cas cou  rants où les défor  ma  tions ont une in�u  ence 
négli  geable sur ces sol  li  ci  ta  tions, on tient compte des défor  ma  tions et de leur 
ampli  �  ca  tion par l’effet de la compres  sion,
à par  tir de résul  tats expé  ri  men  taux et de leur inter  pré  ta  tion par les méthodes de  –
la sta  tistique mathéma  tique, on a pu déter  mi  ner une valeur limite de la �èche, qui 
per  met de véri  �er que la barre envi  sa  gée sup  por  tera avec une sécu  rité suf  �  sante 
les charges aux  quelles il est envi  sagé de la sou  mettre.

Pour les pièces ayant des parois pleines, la véri  �  ca  tion consiste à ne pas dépas  ser 
une contrainte v, telle que kv 1 ve où k est un coef  �  cient dépen  dant du rap  port 

Ee
2 2

v m r , c’est- à-dire uni  que  ment de la limite d’élas  ti  cité du maté  riau et de 
l’élan  ce  ment de la pièce.

Nous don  nons (tableau 11.2) quelques valeurs de k en fonc  tion de m et de ve ainsi que 
la valeur de la contrainte cri  tique d’Euler vk, cal  cu  lée avec E 210 000 MPa= .

Élan  ce  ment m k (ve = 240  
MPa)

k (ve = 300  
MPa)

k (ve = 360  
MPa)

vk (MPa)

10 1,004 1,004 1,005 20 730

50 1,117 1,158 1,204 829

100 1,894 2,234 2,586 207,3

150 3,679 4,512 5,35 92,1

200 6,28 7,782 9,28 51,8

250 9,66 12,01 14,36 33,2

Tableau 11.2.
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☞ Remarque

On s’affran  chit du coef  �  cient m dé�ni ci- dessus, en consi  dé  rant une lon  gueur de �am  be  ment ℓc égale à 
2ℓ0 dans le cas du mât, 1 2

0
 dans le cas de la pièce encas  trée à ses deux extré  mi  tés, etc.

11.4.1.2. Cahier des pres  crip  tions communes appli  cables  
aux mar  chés de tra  vaux publics pas  sés au nom de l’État, 
fas  ci  cule 61, titre V : Concep  tion et cal  cul des ponts  
et construc  tions métal  liques en acier

Il s’agit du décret du 22 juin 1977 et de la cir  cu  laire du 18 février 1978. À noter 
que l’expres  sion Cahier des Pres  crip  tions Communes, en usage en 1978, doit être 
rem  pla  cée actuel  le  ment par l’expres  sion Cahier des Clauses Tech  niques Géné  rales 
(CCTG).

Dans la majo  rité des cas, les règles adop  tées sont sem  blables à celles des règles 
CM 66. Tou  te  fois, en matière de �am  be  ment, les règles dif  fèrent volon  tai  re  ment de 
celles de la méthode Dutheil, étant éta  blies à par  tir d’autres études expé  ri  men  tales.

Les nota  tions et les règles sont les sui  vantes :
v – * désigne la contrainte cri  tique d’Euler : * m E

2 2=v r m ,
v – e désigne la limite d’élas  ti  cité de l’acier.

Si vm désigne la contrainte de compres  sion de la pièce consi  dé  rée, on véri  �e que 
m
#v v

m
 avec :

 

,
*

si * 0,751 0 375m e
e

e$=v v
v

v
v v-c m

 
 

0,66 * si * 0,75m e#=v v v v

 

Pour les pièces très courtes, telles que m # 20, on peut se contenter de véri  �er vm # ve.

11.4.2. RÈGLE  MENT RELA  TIF AU BÉTON ARMÉ

Les règles appli  cables en matière de béton armé sont les règles dites BAEL 91 (Règles 
tech  niques de concep  tion et de cal  cul des ouvrages et construc  tions en béton armé 
sui  vant la méthode des états limites). Ces règles ont été ren  dues obli  ga  toires, sous 
forme de fas  ci  cule 62 du CCTG, par le décret no 92-72 du 16 jan  vier 1992.

Les règles BAEL 91 ont été légè  re  ment modi  �ées en 1999, mais ces modi  �  ca  tions 
ne portent pas sur le �am  be  ment.

En matière de �am  be  ment, les règles concernent les poteaux. Tout d’abord, les lon -
gueurs de �am  be  ment à prendre en compte sont celles don  nées dans le tableau 11.1, 
page 137, en ce qui concerne les poteaux iso  lés.

Pour les bâti  ments à étages qui sont contreventés par un sys  tème de pans ver  ti  caux 
(avec tri  an  gu  la  tions, voiles en béton armé ou maçon  ne  rie de résis  tance suf  �  sante) et 
où la conti  nuité des poteaux et de leur sec  tion a été assu  rée, la lon  gueur de �am  be -
ment est prise égale à :
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– 0,7ℓ0 si le poteau est encas  tré à ses extré  mi  tés :
 soit encas  tré dans un mas  sif de fon  da  tion, •
 soit assem  blé à des poutres de plan  cher ayant au moins la même rai  deur que lui  •
dans le sens consi  déré et le tra  ver  sant de part en part.

– ℓ0 dans tous les autres cas.

En ce qui concerne la résis  tance des poteaux, et pour un élan  ce  ment infé  rieur ou 
égal à 50, il est fait appli  ca  tion d’un coef  �  cient réduc  teur, dé�ni par :

 , ( )

,

1 0 2 35

0 85
2

=
+

a
m 

sem  blable au coef  �  cient k des règles CM 66 (cf. § 11.4.1.1) mais avec la valeur 1 k.

Par exemple, pour m = 35, a = 0,708 (1 k  est de l’ordre de 0,90).

Lorsque l’élan  ce  ment est compris entre 50 et 70, la valeur de a devient :

 
0,60

50 2

=a
m

c m
 

Pour m = 70, a = 0,306 et la valeur de k1  est de l’ordre de 0,65.

11.5. EXER  CICES

11.5.1. BARRE D’ACIER DE SEC  TION REC  TAN  GU  LAIRE

➜ Énoncé
Consi  dé  rons une barre d’acier de 0,50 m de lon  gueur et de sec  tion rec  tan  gu  laire : 
50 # 20 mm, sup  po  sée arti  cu  lée à ses extré  mi  tés.

1. Indi  quer comment périra la barre :
dans le cas où elle est consti  tuée en acier de limite élas  tique 240 MPa, –
dans le cas où elle est consti  tuée en acier de limite élas  tique 360 MPa. –

2. Quelle force sera- t-il néces  saire d’appli  quer à son extré  mité libre, pour la faire 
�am  ber, en sup  po  sant que la barre n’est plus arti  cu  lée, mais encas  trée à une extré -
mité et libre à l’autre.

 On pren  dra comme module d’élas  ti  cité de l’acier E = 210 000 MPa.

➜ Solu  tion
1. Le moment d’iner  tie à prendre en compte est le plus petit, c’est- à-dire celui pris 

par rap  port à la média  trice de la petite base. Si la barre se plie, ce sera par rap  port 
à cet axe et non par rap  port à l’axe perpen  di  cu  laire.

 On trouve :

 5 2
cmI

12 3

10
3

4#
= = 
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 L’aire de la sec  tion est S = 10 cm2. Le rayon de gira  tion est donc :

 0,577r
S

I

3

1
= = =  cm et l’élan  ce  ment 

,
86,6

r 0 577

50
= = =m

 L’élan  ce  ment cri  tique est :

E
c

e

=m r
v

– dans le cas où ve = 240 MPa,

93210 000 240c = =m r

 L’élan  ce  ment de la poutre est infé  rieur à l’élan  ce  ment cri  tique. La poutre périra 
par écra  se  ment sans �am  be  ment, lorsque la contrainte nor  male F S attein  dra 
240 MPa ;

– dans le cas où ve = 360 MPa,

76210 000 360c = =m r

 L’élan  ce  ment de la poutre est supé  rieur à l’élan  ce  ment cri  tique. La poutre périra 
donc par �am  be  ment lorsque le rap  port F S  attein  dra la contrainte cri  tique :

,

210 000
276 MPa ( 360 MPa)

E

86 6
c 2

2

2

2
#

1= = =v
m

r r

2. La barre étant encas  trée à une extré  mité, libre à l’autre, la force cri  tique de �am -
be  ment est (en uti  li  sant comme uni  tés le newton et le mm) :


69 088F

EI
N

4

1

4 250 000 3

210 000 100 000
c 2

2 2

# #

# #
= = =

r r

 La contrainte cri  tique est alors 69,088N mm69 088 1000k
2= =v  ou  

69,088 MPa net  te  ment infé  rieure à la limite élas  tique.

☞ Remarque

Selon les règles CM 66, pour un élan  ce  ment de 86,6 # 2 = 173,2, la valeur de k est de l’ordre de 7 pour 
360 MPa de limite élas  tique.

La contrainte admis  sible est alors de 360 7 51,4 MPa= , soit moins que la contrainte cri  tique d’Euler.

Avec le CCTG, la contrainte maximale serait égale à 0,66 # 70 = 46,2 MPa, soit du même ordre que 
le résul  tat pré  cé  dent, mais légè  re  ment en des  sous.
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11.5.2. POTEAU COMPRIMÉ

➜ Énoncé
Consi  dé  rons un poteau comprimé de sec  tion S = 400 mm2 et de lon  gueur 1 m.

1. Cal  cu  lez la contrainte cri  tique d’Euler dans le cas où la sec  tion a la forme :
d’un carré, –
d’un rec  tangle de lon  gueur quin  tuple de la lar  geur (consi  déré dans sa posi  tion  –
la plus défa  vo  rable pour le �am  be  ment),
d’un cercle, –
d’une cou  ronne cir  cu  laire de dia  mètre inté  rieur de 20 mm (cas d’un tube). –

 On résu  mera les dif  fé  rents cal  culs dans un tableau fai  sant appa  raître, en 
colonnes :

les moments d’iner  tie, –
les rayons de gira  tion, –
les élan  ce  ments, –
les contraintes cri  tiques d’Euler. –

 On pren  dra comme valeur du module de Young : E = 210 000 MPa.

2. Sachant que la pièce est consti  tuée d’acier doux de limite élas  tique ve = 240 MPa, 
et qu’elle est sou  mise à une force de compres  sion simple F = 16 000 N, cal  cu  lez 
dans chaque cas la contrainte maximale don  née par la for  mule de Rankine. La 
compa  rer à la valeur admis  sible.

3. Cal  cu  lez la valeur du coef  �  cient k des règles CM 66. On inter  po  lera entre les 
dif  fé  rentes valeurs du tableau donné dans le cours au para  graphe 11.4.1.1.

 Cal  cu  lez la contrainte de compres  sion simple, puis le pro  duit kv. Compa  rez à la 
limite élas  tique.

 Obser  vez ce que donne l’appli  ca  tion des règles du CCTG.

➜ Solu  tion
1. Cal  cul de la contrainte cri  tique d’Euler :

– pour la sec  tion car  rée :
 le côté est a = 20 mm donc I = a 12

4  = 13 333 mm4, r = I S  =  
13 333 400  = 5,78 mm, m = ,1 000 5 78  = 173, vk = E

2 2
r m  = 69,2 MPa ;

– pour la sec  tion rec  tan  gu  laire :
 la posi  tion la plus défa  vo  rable est celle où l’axe de �exion est paral  lèle au grand 

côté.
 400 5b #=  = 44,72 mm, h = 8,94 mm, I bh 12

3=  = 2 666,67 mm4, 
r I S=  = 2,58 mm, ,1000 2 58=m  = 387,6, vk = 13,8 MPa ;

– pour la sec  tion cir  cu  laire :
 R 400= r  = 11,28 mm, I R 4

4= r  = 12 732 mm4, r 12 732 400=  = 
5,64 mm, ,1 000 5 64=m  = 177, vk = 66,2 MPa ;
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– Pour la cou  ronne :

 ( 400) 400 mmS D
4

2 2= =
r

-  d’où 909,3 mmD
2 2=

 
( 20 ) 32 733 mmI D

64
4 4 4= =

r
-

 

 r 32 733 400=  = 9,05 mm, m = ,1 000 9 05 = 110,5, vk = 169,7 MPa.

Sec  tion I (mm
4
) r (mm) m vk (MPa)

Carré 13 333 5,78   173   69,2

Rec  tangle   2 667 2,58   388   13,8

Cercle 12 732 5,64   177   66,2

Cou  ronne 32 733 9,05 110,5 169,7

Tableau 11.3. Résul  tats pour les dif  fé  rentes formes.

 On voit l’avan  tage net de la cou  ronne et, en revanche, le faible inté  rêt du rec  tangle. 
En effet, pour une même sec  tion de 400 mm2, la contrainte cri  tique d’Euler, et 
donc la faculté de sup  por  ter une charge, est, pour la cou  ronne, treize fois celle du 
rec  tangle allongé.

2. Appli  ca  tion de la for  mule de Rankine : 

Sec  tion m 1 10 000
2+ m vm (MPa)

Carré    173   3,99 159,6

Rec  tangle    388 16,05    642

Cercle    177   4,13 165,2

Cou  ronne 110,5   2,22   88,8

Tableau 11.4. Contrainte maximale don  née par la for  mule de Rankine.

 Seuls le carré et la cou  ronne subissent une contrainte infé  rieure à la contrainte 
admis  sible, qui est ici les deux tiers de 240, soit 160 MPa. Le cercle est très 
proche, mais le rec  tangle, ici aussi, n’est vrai  ment pas la bonne solu  tion.

3. Appli  ca  tion des règles CM 66 :

 Nous retrou  vons à peu près les mêmes résul  tats qu’avec la for  mule de Rankine : 
le rec  tangle est à écar  ter ; carré et cercle donnent des résul  tats voi  sins valables 
(avec un léger avan  tage pour le carré) ; excel  lents résul  tats de la cou  ronne.
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m k kv (MPa)

   173 4,78 191,2

   388 > 20 > 800

   177 4,99 199,6

110,5 2,19   87,6

Tableau 11.5. Cal  cul du coef  �  cient k des règles CM 66.

 Pour l’appli  ca  tion du CCTG, la contrainte cri  tique d’Euler étant, dans tous les 
cas, infé  rieure aux trois quarts de la limite élas  tique, la for  mule à appli  quer est la 
deuxième :

 0,66 *m =v v  

 Ce qui donne, pour la contrainte maximale admis  sible, expri  mée en MPa :
pour le carré : 45,7 –
pour le rec  tangle : 9,1 –
pour le cercle : 43,7 –
pour la cou  ronne : 112 –

 Ces résul  tats sont à compa  rer à la divi  sion par k de la limite élas  tique, soit :
pour le carré : 50,2 –
pour le rec  tangle :  – 1 12
pour le cercle : 48,1 –
pour la cou  ronne : 109,6 –

 On retrouve des résul  tats très voi  sins.
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Rap  pels d’ana  lyse 
mathéma  tique

A ANNEXE

A.1. FONC  TION DÉRI  VÉE

Figure A.1. Exemple de fonc  tion f (x) dé�  nie et conti  nue au voi  si  nage du point x0.

Si l’on consi  dère une fonc  tion f (x) dé�  nie et conti  nue au voi  si  nage d’un nombre réel 
x0 (�gure A.1), la déri  vée de la fonc  tion f au point x0, est la limite ( )f x0l  du rap  port 
des accrois  se  ments de la fonc  tion f et de la variable x :

 ( )
( ) ( )

limf x
h

f x h f x
0

0 0
=

+ -
l  lorsque h tend vers 0.
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Sur la courbe repré  sen  ta  tive de la fonc  tion f, la déri  vée repré  sente la pente de la 
tan  gente M0T à cette courbe.

L’équa  tion de la tan  gente à la courbe, au point d’abs  cisse x0, est ainsi don  née par :

 0 ( )x x-y y y0 0=- l  

A.1.1. EXEMPLE : FONC  TION LINÉAIRE

y(x) = ax, donc y(x + h) = a(x + h),

 d’où Dy = ah et 
x h

ha
a

T
= =

yT

A.1.2. EXEMPLE : FONC  TION DU SECOND DEGRÉ

 b ,
b b

y x
x h h

xh h22
2 2 2 2

T
= = =

+b( )x xh h x2+ + -yT  

Cette der  nière valeur est égale à 2bx + bh ; elle tend vers 2bx lorsque h tend vers 0.

A.1.3. EXEMPLE : FONC  TION DE DEGRÉ n

 k , ky x y nx
n n 1= = -l  

La fonc  tion f l dé�  nie pré  cé  dem  ment est appe  lée déri  vée pre  mière de la fonc  tion f.

Si cette fonc  tion f l est elle- même conti  nue, elle peut être déri  vée a�n d’obte  nir la 
déri  vée seconde ( )f f=ll l l.

A.1.4.  DÉRI  VÉES D’UNE SOMME, D’UN PRO  DUIT,  
OU D’UN QUO  TIENT DE FONC  TIONS DÉRIVABLES

Soient u et v deux fonc  tions dérivables, de déri  vées etu vl l. On démontre que :

( ) et ( )u v u v u v u v u v# # #+ = + = +l l l l l l  

On en déduit :

 n( )u u u
n n 1

#= -l l 

 
v

u

v

u v u v

2

# #
=

-l l l` j  

En ce qui concerne la fonc  tion racine car  rée, on peut écrire :

 u u
1 2=  d’où ( ) ( )u u u u

u

u

2
1

2
soit1 2= =-l l l

l  
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A.1.5. DÉRI  VÉE D’UNE FONC  TION DE FONC  TION

Soit h(x) = g[f (x)], où g et f sont des fonc  tions dérivables. La déri  vée de h est 
( ) ( ) ( )h x g f f x#=l l l .

Par exemple, cal  cu  lons la déri  vée de sin(ax + b). Avec les nota  tions pré  cé  dentes, nous 
avons f(x) = ax + b et g = sin. La déri  vée est cos (ax + b) # a = a cos(ax + b).

A.1.6. RAP  PEL DE QUELQUES DÉRI  VÉES DE FONC  TIONS

( ) ; ( ) ; ( ) 1sin cos cos sin tan tana a a a a a
2= = = +-l l l ; 

(e ) e ; (a ) a Log ; (Log ) ; (Log ) Loga x x x x a1 1a
x x x x= = = =l l l l  

A.1.7. DÉRI  VÉE DE LA FONC  TION RÉCI  PROQUE D’UNE FONC  TION DÉRIVABLE

Soit f −1 la fonc  tion réci  proque de la fonc  tion f. Si la fonc  tion réci  proque est 
dérivable et si ( )f xl  n’est pas nul, on a :

 ( ) [ ( )]
( )

f f x
f x

11
=

-
l

l
 

Par exemple, soit la fonc  tion x = g(y) = yn. La fonc  tion réci  proque est y = f (x) 
= x

n  (si x 2 0).

On a : ( )g y ny
n 1= -l . L’appli  ca  tion de la for  mule pré  cé  dente donne :

 [ ( )]f g y
ny

1
n 1

=
-

l  d’où ( )
( )

f x
n x

1
n n 1

=
-

l  

On obtient le même résul  tat en uti  li  sant la nota  tion dif  fé  ren  tielle sui  vante :

 d dx y x ny y

ny x

1 1n n

n n n

1

1 1
= = = =-

- -( )n

dy
" "

dx
 

A.2. NOTION D’INTÉ  GRALE DÉFI  NIE

Consi  dé  rons une fonc  tion y = f (x) repré  sen  tée par une courbe AB, et deux abs  cisses 
x0 et x0 + dx, dx étant une lon  gueur in�  ni  ment petite (�gure A.2, page sui  vante).

L’aire déli  mi  tée par les quatre points H, M, N et Hl est comprise entre le rec  tangle 
HMM Hl l de sur  face y0 # dx et le rec  tangle HN NHl l de sur  face (y0 + dy) # dx. 
Lorsque dx tend vers 0, l’aire consi  dé  rée tend vers la valeur dA = y0 # dx.

Si l’on fait varier x entre les deux valeurs extrêmes a et b, l’airetotale A, dé�  nie par 
les quatre points a, A, B, et b, est la somme des aires élé  men  taires dA :

 d .A A=/  On écrit : ( )dA f x x
a

b
= #  

Cette aire repré  sente l’inté  grale dé�  nie de la fonc  tion y = f(x) entre les abs  cisses 
a et b.
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Figure A.2. Fonc  tion y = f (x) repré  sen  tée par une courbe AB.

A.2.1. PRO  PRIÉ  TÉS DE L’INTÉ  GRALE DÉFI  NIE

Elles se déduisent des consi  dé  ra  tions géo  mé  triques pré  cé  dentes :

1. ( )d 0f x x
a

a
=#

2. ( )d ( )df x x f x x
a

b

b

a
=-# #

3. ( )d ( )d ( )df x x f x x f x x
a

b

a

c

c

b
= +# # #  (rela  tion de Chasles) 

 quelle que soit la posi  tion de c par rap  port à a et b.

4. k ( )d k ( )df x x f x x
a

b

a

b
=# #  si k est une fonc  tion constante.

Il en résulte une règle pra  tique : pour sim  pli  �er les cal  culs, il faut pla  cer les fac  teurs 
constants devant le signe somme.

A.2.2. FONC  TION DÉFI  NIE PAR UNE INTÉ  GRALE

Nous avons consi  déré une inté  grale dé�  nie entre deux abs  cisses a et b. Sur l’inter  valle 
(a, x) où x est situé entre a et b, l’aire dé�  nie pré  cé  dem  ment est une fonc  tion de x :

 ( ) ( )dF x f t t
a

x

= #  

Nous avons changé le nom de la variable d’inté  gra  tion, puisque la variable x cor  res -
pond à une borne de l’inté  grale dé�  nie.
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La fonc  tion F est conti  nue sur (a, b). Elle est dérivable en tout point de (a, b) où f 
est conti  nue et sa déri  vée est ( ) ( )F x f x=l .

A.3. FONC  TIONS PRI  MI  TIVES

A.3.1. DÉFI  NI  TION

Soit une fonc  tion f, dé�  nie sur un inter  valle I. On nomme fonc  tion pri  mi  tive de la 
fonc  tion f sur l’inter  valle I, toute fonc  tion F dont la fonc  tion déri  vée pre  mière, F’, 
sur l’inter  valle I, est f.

Si l’on reprend les résul  tats du para  graphe pré  cé  dent (A.2), si a et x appar  tiennent à 
l’inter  valle I, la fonc  tion ( ) ( )dF x f t ta a

x
= #  est une fonc  tion pri  mi  tive de f sur I.

a étant un nombre réel quel  conque sur l’inter  valle I, il en résulte qu’il existe une 
in�  nité de pri  mi  tives de la fonc  tion f. On peut donc écrire :

si F est une pri  mi  tive de f, toute pri  mi  tive de f est dé�  nie par (F + C) où C 
repré  sente une fonc  tion constante.

On désigne sou  vent C par le terme constante d’inté  gra  tion.

A.3.2. FONC  TION PRI  MI  TIVE DE VALEUR DON  NÉE EN UN POINT DONNÉ

Si F est une fonc  tion pri  mi  tive de f, pour que G = F + C ait, en un point x0 une 
valeur don  née G(x0), il faut et il suf  �t que C = G(x0) − F(x0).

On peut écrire ce résul  tat de la façon sui  vante :

 ( ) ( ) ( ) ( )G x G x F x F x0 0=- -  

Si l’on prend, par exemple, une fonc  tion du second degré f (x) = ax2 + bx + c et que 
l’on veuille déter  mi  ner la fonc  tion pri  mi  tive telle que F(1) = 0, on cal  cule :

 ( )
a b

c CF x
x x

x
3 2

3 2

= + + +  

La condi  tion F(1) = 0 s’écrit :

 a b
c C 0

3 2
+ + + =  d’où C a b

c
3 2

= + +- c m 

La fonc  tion pri  mi  tive cher  chée est ainsi :

 ( )
a b

c
a b

cF x
x x

x
3 2 3 2

3 2

= + + + +- c m 
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Une telle condi  tion de valeur don  née d’une pri  mi  tive se retrouve dans le cal  cul des 
�èches en résis  tance des maté  riaux ; par exemple : �èche nulle sur un appui.

De telles condi  tions s’appellent par  fois condi  tions aux limites.

A.3.3. RELA  TION ENTRE INTÉ  GRALE DÉFI  NIE ET PRI  MI  TIVE

Soit la fonc  tion f, dé�  nie et conti  nue sur un inter  valle I = (u, v), et soient a et b, des 
nombres réels de cet inter  valle.

La fonc  tion F dé�  nie par ( ) ( )dF x f t t
u

x
= #  est une pri  mi  tive par  ti  cu  lière de f. Pour 

les valeurs x = a et x = b, nous obte  nons les valeurs de F (a) et de F (b) :

 ( ) ( )d et ( ) ( )dF a f t t F b f t t
u

a

u

b

= =# #  

Cal  cu  lons la dif  fé  rence F (b) − F (a) ; en appli  quant les règles don  nées pré  cé  dem -
ment, nous obte  nons :

 ( )d ( )d ( )d ( )d ( )df t t f t t f t t f t t f t t
u

b

u

a

a

u

u

b

a

b

= + =-# # # # #  

D’où la règle :

 ( ) ( ) ( )dF b F a f t t
a

b

=- #  

Consé  quence : soit (C) la courbe repré  sen  tant le graphe de la fonc  tion f et soit F une 
fonc  tion pri  mi  tive de f, l’aire algé  brique du domaine déli  mité par la courbe (C), la 
droite x xl , les droites d’équa  tion x = a et x = b est égale à F (b) − F (a) (�gure A.3, 
page sui  vante).

A.3.4. INTÉ  GRALE INDÉ  FI  NIE

Elle est dé�  nie par la fonc  tion ( )dxf x( )F x = # .

A.3.5.  RECHERCHE DES FONC  TIONS PRI  MI  TIVES  
D’UNE FONC  TION DON  NÉE

A.3.5.1. Fonc  tions pri  mi  tives usuelles

Elles découlent des résul  tats don  nés pré  cé  dem  ment concer  nant les déri  vées (§ A.1.2 
à A.1.7).
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Figure A.3. Aire algé  brique du domaine déli  mité par la courbe (C).

Fonc  tions défi  nies sur l’ensemble des nombres réels• 
Le tableau A.1 donne les pri  mi  tives cor  res  pon  dant aux fonc  tions usuelles, C repré -
sen  tant la constante d’inté  gra  tion.

Fonc  tions défi  nies sur un inter  valle ne compre  nant pas  • 
la tota  lité des réels

Le tableau A.2, page sui  vante donne les pri  mi  tives des fonc  tions usuelles dans ce 
cas.

Autres inté  grales• 

 
ax x1- -

d
Log ,

d
Log ,

d
Log

a
x

x
x

x x x x1 1 1
2 2 2= = =- -

ax x1+ +2 a2
# # #  

Fonc  tion Fonc  tion pri  mi  tive cor  res  pon  dante

f (x) = 0 F(x) = C

f (x) = a F(x) = ax + C

( )f x x= ll ( ) CF x
n

x
n

1
N

n 1

d=
+
+

+

f (x) = sin x F(x) = − cos x + C

f (x) = cos x F(x) = sin x + C

Tableau A.1. Pri  mi  tives de fonc  tions dé�  nies pour l’ ensemble des réels.
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Fonc  tion Fonc  tion pri  mi  tive cor  res  pon  dante

Pour x ! 0 : ( )
1

f x
x2

= ( )
1

CF x
x

= - +

Pour x > 0 : ( )
1

f x
x

= x( ) 2 CF x = +

Pour x ration  nel, et x ! − 1 : f (x) = xm ( )
1

CF x
m

x
1m

=
+
+

+

Pour
2

k : ( )
cos

1
1 tanx f x

x
x

2

2
! + = = +
r

r F(x) = tan x + C

Pour x ! kr : ( )
sin

1
1 cotf x

x
x

2

2= = + F(x) = − cot x + C

Tableau A.2. Pri  mi  tives de fonc  tions dé�  nies pour un sous- ensemble des réels.

De même que pour le cal  cul des déri  vées (cf. § A.1.4), on peut déduire de ces inté -
grales usuelles une in�  nité d’autres inté  grales en rem  pla  çant x par une fonc  tion 
arbi  traire u (x).

Par exemple :

 d ( 1)u u

m

u
m

1
m

m 1

!=
+

-
+#  

 Soit à cal  cu  ler : 
( )

d

x

x x

12 2+
#

Posons u = x2 + 1. On a du = 2xdx et l’inté  grale peut s’écrire :

 
d

d
1 ( )

u
u

u

u
u

x2
1

2
1

2
1

2 1

12

2

1

2
= = =

+-
--

-# #  

D’une façon géné  rale, il est oppor  tun de véri  �er les cal  culs en cal  cu  lant les déri  vées 
des fonc  tions obte  nues par inté  gra  tion.
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A.3.5.2. Inté  gra  tion par par  ties

Elle est fon  dée sur la for  mule :

 d dv v vu u u= -# #  

Exemple : cal  cu  ler xLog dx x$ lll# .

Posons u = Log x, dv = xmdx, d’où ( ) ( )v x m m1 1m 1 != + -+ .

L’appli  ca  tion de la for  mule ci- dessus donne :

 x

( )m 1+
Log d Log d Logx x x

m

x

x m

x
x

m

x
x

x

1
1

1 1

m m m m1 1 1

2

1

=
+ +

=
+

- -
+ + + +

$ $lll# #  

A.3.6. AIRE D’UNE SUR  FACE PLANE

Nous avons vu, (cf. § A.2, �gure A.2, page 150), la repré  sen  ta  tion géo  mé  trique du 
nombre :

 ( )dA f x x
a

b

= #  

Nous allons illus  trer cette dé�  ni  tion par un exemple : consi  dé  rons la para  bole dé� -
nie par ( )f x x 22=  et cal  cu  lons l’aire hachu  rée sur la �gure A.4.

Figure A.4. Courbe para   bo lique.

L’aire du domaine OMQP est égale à :

 d 0A
x

x
x

2 6 6

8

3

4
2

0

2 3

0

2

= = = =-; E#  d’unité d’aire.

L’aire dé�  nie par la para  bole est donc le tiers de l’aire du carré OMQP.
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A.4. ÉQUA  TIONS DIF  FÉ  REN  TIELLES

Soit une fonc  tion f dé�  nie par y = f (x) ; la déri  vée pre  mière f l est telle que ( )y f x=l l  
et la déri  vée seconde est telle que ( )y f x=ll ll .

On appelle équa  tion dif  fé  ren  tielle une rela  tion de la forme : ( , , , ) 0H x y y y =l ll .

L’équa  tion est du pre  mier ordre si la seule déri  vée qui inter  vienne est la déri  vée 
pre  mière ; elle est du second ordre si les deux seules déri  vées qui inter  viennent sont 

ety yl ll. Dans ce der  nier cas, yll peut inter  ve  nir sans la pré  sence de yl.

En résis  tance des maté  riaux, on trouve des équa  tions dif  fé  ren  tielles du second ordre 
dans le cal  cul des �èches.

Une équa  tion dif  fé  ren  tielle étant don  née, inté  grer (ou résoudre) cette équa  tion 
dif  fé  ren  tielle, c’est cher  cher l’ensemble des fonc  tions qui la satis  font. Cha  cune de 
ces fonc  tions est une solu  tion ou inté  grale par  ti  cu  lière de l’équa  tion dif  fé  ren  tielle. 
L’ensemble des solu  tions est géné  ra  le  ment nommé inté  grale géné  rale de l’équa  tion 
dif  fé  ren  tielle.

L’inté  grale géné  rale d’une équa  tion dif  fé  ren  tielle du pre  mier ordre dépend d’une 
constante arbi  traire (que l’on peut géné  ra  le  ment déter  mi  ner par une condi  tion aux 
limites).

L’inté  grale géné  rale d’une équa  tion dif  fé  ren  tielle du second ordre dépend de deux 
constantes arbi  traires.

A.4.1. ÉQUA  TIONS DU PRE  MIER ORDRE

– Équa  tions dif  fé  ren  tielles du type ( )y P x=l  où P(x) est une fonc  tion poly  nôme.  
La solu  tion est immé  diate : c’est l’ensemble des pri  mi  tives de P(x).

– Équa  tions dif  fé  ren  tielles du type ay y=l , où a est un réel donné.
 On peut écrire, pour y non nul : ay y =l , soit une solu  tion : Log y = ax + C, ou 

encore, en écri  vant C = Log K, Log y − Log K = ax, ou y = Keax.

A.4.2. EXEMPLES D’ÉQUA  TIONS DIF  FÉ  REN  TIELLES DU SECOND ORDRE

– Équa  tions dif  fé  ren  tielles du type ( )y P x=ll  où P est une fonc  tion poly  nôme. 
C’est le type ren  contré le plus sou  vent lors du cal  cul des �èches, en résis  tance 
des maté  riaux.

 On cal  cule d’abord la déri  vée pre  mière yl :

 ( )d ( ) Cy P x x Q x 1= = +l #    Q(x) est éga  le  ment un poly  nôme.

 ( ( ) C )d ( ) C Cy Q x x R x x1 1 2= + = + +#  

 L’inté  grale géné  rale comporte deux constantes arbi  traires, comme nous l’avons 
déjà annoncé au début de ce cha  pitre.
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– Équa  tions dif  fé  ren  tielles du type 0y y
2+ =~ll .

 On trouve ce type d’équa  tions dans le cal  cul du �am  be  ment. L’inté  grale géné  rale 
de cette équa  tion est l’ensemble des fonc  tions :

 ( ) A Bcos sinF x x x= +~ ~  
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B ANNEXE 

Ci- après sont réper  to  riés les sym  boles et nota  tions uti  li  sés dans ce livre, avec 
les uni  tés cor  res  pon  dantes, tant en Sys  tème Inter  na  tional qu’en uni  tés usuelles, 
lors  qu’elles sont dif  fé  rentes. Nous indi  quons éga  le  ment les réfé  rences aux para -
graphes où ils sont uti  li  sés pour la pre  mière fois.

Tableau des sym  boles et de leurs uni  tés

Sym  bole Dési  gna  tion Para  graphe Unité SI Unité usuelle

Majus  cules romaines

C Moment de tor  sion 4.3.2 mN mdaN

E Module de Young 3.3 N/m2 hb ou MPa

F Force 1.1.1.2 N daN

G Centre de gra  vité 2.3 - -

I xxl Moment d’iner  tie par rap  port 
à un axe xxl

2.2 m4 cm4

I/v Module d’iner  tie pris par 
rap  port à la o bre supé  rieure

2.3 m3 cm3

I vl Module d’iner  tie pris par 
rap  port à la o bre infé  rieure

L Lon  gueur d’un élé  ment 3.2 m m ou cm

Sym  boles 
et nota  tions
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Sym  bole Dési  gna  tion Para  graphe Unité SI Unité usuelle

M Moment de forces 1.1.2 mN mdaN

Mw Valeur abso  lue du moment 
n é  chis  sant sur l’appui de 
gauche d’une tra  vée conti  nue

9.6.1.2 mN mdaN

Me Valeur abso  lue du moment 
n é  chis  sant sur l’appui de 
droite d’une tra  vée conti  nue

Mt Moment n é  chis  sant en tra  vée

N Effort nor  mal 4.3.2 N daN

P Poids, charge concen  trée 1.1.1.3 N daN

R Résul  tante de forces, 
réac  tion

1.1.1.2 N daN

R Rayon d’un cercle 1.1.2.1 m m ou cm

S Sur  face 2.1 m2 m2 ou cm2

T Effort tran  chant 4.3.2 N daN

Z Bras de levier du couple des 
forces internes à une sec  tion

6.2 m m ou cm

Minus  cules romaines

a Dis  tance à l’ori  gine d’une 
charge concen  trée

4.3.2 m m ou cm

b Lar  geur d’une sec  tion 2.3 m m ou cm

b Nombre de barres d’un 
sys  tème réti  culé

10.1 - -

d Dis  tance entre deux axes 2.1 m m ou cm

d Dia  mètre d’un cercle 2.3 m m ou cm

e Epaisseur d’une pièce 
métal  lique (tôle, plat, etc.)

6.3 m cm

h Hau  teur d’une pièce 
rec  tan  gu  laire

2.3 m m ou cm

k Coef  o   cient de sécu  rité au 
n am  be  ment

11.4.1 - -

ℓ Lon  gueur d’une tra  vée de 
poutre entre deux appuis

4.3.3 m m
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Sym  bole Dési  gna  tion Para  graphe Unité SI Unité usuelle

m Coef  o   cient numé  rique de 
n am  be  ment

11.3.2 - -

m(S) Moment sta  tique d’une 
sur  face

2.1 m3 m3 ou cm3

m(x) Dans une poutre conti  nue, 
moment n é  chis  sant sur une 
tra  vée sup  po  sée sur appuis 
simples

9.2 mN mdaN

n Nombre de nœuds d’un 
sys  tème réti  culé

10.1 - -

p Inten  sité d’une force 
uni  for  mé  ment répar  tie

4.2 N/m daN/m

r Rayon de gira  tion d’une 
poutre

11.3.3 m m ou cm

s Sur  face élé  men  taire 2.1 - -

t Contrainte tangentielle 3.2 N/m2 daN/cm2

t(x) Dans une poutre conti  nue, 
effort tran  chant sur une 
tra  vée consi  dé  rée sur 
appuis simples

9.2 N daN

ty, tz Contraintes de cisaille  ment 6.1 N/m2 daN/cm2

v Dis  tance de l’axe neutre à la 
o bre extrême supé  rieure

2.3 m m ou cm

vl Dis  tance de l’axe neutre à la 
o bre extrême infé  rieure

x Abs  cisse d’une sec  tion de 
poutre

8.1 m m ou cm

y Dis  tance ver  ti  cale à l’axe 
neutre d’une o bre de poutre

2.3 m m ou cm

y(x) Dépla  ce  ment ver  ti  cal de la 
o bre défor  mée

8.1.6 m cm ou mm

yl Déri  vée de y (pente de la 
défor  mée)

8.1.6 - -

yll Déri  vée seconde de y 8.1.6 - -

Minus  cules grecques

a Rap  port des charges 
d’exploi  ta  tion à la somme 
des charges

9.5 - -
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Sym  bole Dési  gna  tion Para  graphe Unité SI Unité usuelle

e Allon  ge  ment rela  tif 3.3 -  %
m Élancement d’une poutre 11.3.3 - -

v Contrainte nor  male de 
trac  tion

3.2 N/m2 
(ou Pa)

MPa, bar, hb

vl Contrainte nor  male de 
compres  sion

ve Limite élas  tique d’un métal 3.2 N/m2 
(Pa)

MPa, hb

kvl Contrainte cri  tique d’Euler 11.3.3 N/m2 
(Pa)

MPa, hb

o Coef  o   cient de Pois  son 3.3 - -
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